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Resumen

El calor liberado durante la hidratación del cemento, Q(t), gobierna el agrietamiento

térmico a edades tempranas en hormigón masivo, y su determinación a partir de

mediciones de temperatura constituye un problema inverso. Los enfoques anteriores

anidan una simulación de elementos finitos dentro de un optimizador que ajusta una

familia funcional predefinida para la tasa de generación de calor Q̇(t), lo que impone una

forma a priori sobre la fuente, depende de una malla y arrastra el costo de una simulación

por iteración. Esta tesis desarrolla y evalúa una red neuronal informada por la f́ısica

(PINN) que identifica Q̇(t) a partir de condiciones semi-adiabáticas modeladas mediante

bajo la condición de borde convectiva (Robin) realista, a partir de mediciones de

temperatura escasas y sin imponer forma funcional alguna, mediante una configuración

de doble red con embedding de caracteŕısticas de Fourier y entrenamiento causal. La

metodoloǵıa se validó de forma incremental y luego se caracterizó sobre una campaña

que barre la morfoloǵıa de la fuente, la cobertura de sensores, el ruido de medición

y el perfil de temperatura ambiente. La condición semi-adiabática se modeló usando

condiciones de borde tipo Robin que relacionan el gradiente térmico con la temperatura

exterior en la frontera del dominio simulado y se impuso de forma estable, para las

fuentes bien identificables, desde gaussianas hasta un pulso rectangular discontinuo que

una familia paramétrica fija no podŕıa siquiera representar, la enerǵıa total liberada,

magnitud que gobierna el agrietamiento térmico, se recuperó con un error inferior al

5 % en toda la grilla de condiciones de medición, mientras que el residual de la ecuación

rechazó del orden del 80 % del ruido. La limitación central es la curva de hidratación

real: su escala temporal extensa la vuelve débilmente identificable, régimen en el

que reducir la capacidad de la red opera como una regularización impĺıcita y la calidad

de la fuente se desacopla del error del campo, la única cantidad medible. El trabajo

establece a las PINNs como una herramienta viable y complementaria, sin malla y

sin forma funcional impuesta para este problema inverso, con un dominio de robustez

caracterizado.

Palabras clave: redes neuronales informadas por la f́ısica; problema inverso; calor de

hidratación; condición de borde de Robin; hormigón masivo; identificación de términos

fuente; identificabilidad.
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Abstract

The heat released during cement hydration, Q(t), governs early-age thermal cracking

in mass concrete, and its determination from temperature measurements constitutes

an inverse problem. Previous approaches nest a finite element simulation inside an

optimizer that fits a predefined functional family for the heat generation rate Q̇(t),

which imposes an a priori shape on the source, depends on a mesh, and carries the cost

of one simulation per iteration. This thesis develops and evaluates a physics-informed

neural network (PINN) that identifies Q̇(t) from semi-adiabatic conditions modeled

under the realistic convective (Robin) boundary condition, using sparse tempera-

ture measurements and without imposing any functional shape, through a dual-network

configuration with Fourier feature embedding and causal training. The methodology

was validated incrementally and then characterized over a campaign sweeping sour-

ce morphology, sensor coverage, measurement noise, and ambient temperature profile.

The semi-adiabatic condition was modeled using Robin-type boundary conditions that

relate the thermal gradient to the outdoor temperature at the boundary of the simula-

ted domain and was imposed in a stable manner; for well-identifiable sources, ranging

from Gaussians to a discontinuous rectangular pulse that a fixed parametric family

could not even represent, the total energy released—a magnitude that governs thermal

cracking—was recovered with an error below 5 % across the entire grid of measure-

ment conditions, while the equation residual rejected on the order of 80 % of the noise.

The central limitation is the actual hydration curve: its extended time scale renders

it weakly identifiable, a regime in which reducing the network capacity operates as

an implicit regularization and the source quality decouples from the field error, the

only measurable quantity. This work establishes PINNs as a viable and complementary,

mesh-free, and functional-shape-free tool for this inverse problem, with a characterized

domain of robustness.

Keywords: physics-informed neural networks; inverse problem; heat of hydration; Ro-

bin boundary condition; mass concrete; source identification; identifiability.
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pueden identificar la mayoŕıa del esfuerzo canalizado en este trabajo, desde un punto

de vista cotidiano y familiar, compartiendo triunfos y sufrimientos a lo largo de nuestro

trayecto universitario.

A todos esos amigos que brindaron su apoyo y supieron sacar lo mejor de mi, dándome
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Elena, Rafael y muchos otros que estoy dejando de lado a propósito.

A la Universidad y a todos los profesores que aportaron en este trabajo y me acogieron

en sus salas y oficinas. A Jorge Tomás dándome la oportunidad de tomar el maǵıster
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validación y de comparación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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4.24. Red reducida vs estándar: error de pico de Arrieta . . . . . . . . . . . . 82
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Caṕıtulo 1

Introducción

El hormigón masivo, presente en obras de gran envergadura como represas, puentes

y fundaciones (American Concrete Institute, 2005), libera durante la hidratación del

cemento una cantidad considerable de calor que no alcanza a disiparse desde el núcleo

hacia el ambiente a la misma velocidad con que la superficie lo intercambia con el

exterior (Mehta & Monteiro, 2014). El gradiente térmico resultante induce tensiones

internas que, en edades tempranas y con el material aún sin resistencia significativa,

pueden provocar agrietamiento (Aniskin & Nguyen, 2019). Este agrietamiento compro-

mete la durabilidad de la estructura a largo plazo, al abrir rutas de transporte para

agentes agresivos (Li & Li, 2019), por lo que su control durante la fase de diseño es una

preocupación central en este tipo de obras (American Concrete Institute, 2021).

Predecir el comportamiento térmico del elemento, y con ello el riesgo de agrietamiento,

requiere conocer la curva de generación de calor de hidratación Q̇(t), que actúa como

término fuente en la ecuación de calor que se utiliza para modelar la evolución térmica

del concreto durante su etapa de curado. Esta curva es espećıfica de cada mezcla de hor-

migón y de las condiciones de vertido, por lo que no puede suponerse conocida a priori y

debe identificarse experimentalmente, t́ıpicamente a partir de los registros de tempera-

tura de un caloŕımetro semiadiabático. Recuperar la fuente a partir de esas mediciones

constituye un problema inverso en condiciones adiabáticas (es decir, sin intercambio de

calor entre el medio y la probeta), más dif́ıcil de resolver que su contraparte directa,

ya que pequeñas perturbaciones en los datos pueden traducirse en variaciones consi-

derables de la fuente recuperada (Hadamard, 1923). La fuente de generación de calor

se obtiene directamente como la derivada del incremento de temperatura medido, en
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Figura 1.1: Caloŕımetro de bajo costo elaborado por (Fuentes Ciocca, 2025) dentro del
grupo de investigación.

condiciones, semi-adiabáticas, es necesario estimar las pérdidas de calor con el medio

para poder determinar con precisión la curva de generación de calor. Esto se dificul-

ta particularmente si las variaciones exteriores de temperatura son comparables a los

cambios térmicos que generan el calor y las mediciones son ruidosas.

El enfoque convencional para este problema inverso combina una simulación de elemen-

tos finitos con un algoritmo de optimización que ajusta los parámetros de una forma

funcional predefinida para la fuente (Arrieta Costa, 2025). Si bien esta metodoloǵıa ha

demostrado ser efectiva, presenta tres limitaciones: impone una forma funcional a priori

que restringe las morfoloǵıas representables, anida una simulación completa dentro de

cada iteración del optimizador, y depende de una discretización del dominio que dificul-

ta su transferencia a otras geometŕıas. Esto resulta en un proceso de aproximadamente

8 horas de computo con 16 procesadores en elementos finitos y un optimizador global

para obtener resultados mejorables, motivando aśı la exploración de alternativas.

Las redes neuronales informadas por la f́ısica (PINNs) (Raissi, Perdikaris & Karniada-

kis, 2019) ofrecen un marco que aborda esas tres limitaciones de manera natural, al

representar la fuente mediante una red neuronal sin forma funcional impuesta, prescin-

dir de una malla y aprender el campo de temperatura y la fuente de forma simultánea.
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La presente tesis explora el uso de PINNs para identificar la curva de generación de calor

de hidratación de una probeta de hormigón a partir de registros de calorimetŕıa, bajo

la condición de borde convectiva que caracteriza a un caloŕımetro real, y se construye

directamente sobre el trabajo de calibración inversa clásica que la antecede (Arrie-

ta Costa, 2025). El trabajo evalúa la viabilidad del enfoque, caracteriza su robustez

frente a las condiciones de un ensayo real y delimita sus alcances y limitaciones frente

al método clásico.

1.1. Hipótesis

La hipótesis de trabajo de esta tesis es que las PINNs permiten identificar la curva

de generación de calor de hidratación Q̇(t) a partir de mediciones de temperatura de

un caloŕımetro semiadiabático, bajo la condición de borde convectiva realista y sin

imponer una forma funcional a priori sobre la fuente, constituyendo una alternativa

viable y complementaria al método clásico de calibración inversa. Esta hipótesis se

desglosa en las siguientes preguntas de investigación:

P.I 1: ¿Puede una PINN identificar la curva de generación de calor Q̇(t) a partir

de mediciones de temperatura, bajo condición de borde convectiva de Robin y sin

imponer una forma funcional a la fuente?

P.I 2: ¿Cuán robusta es esa identificación frente a las condiciones propias de un

ensayo real, esto es, la morfoloǵıa de la fuente, la cobertura de sensores, el ruido

de medición y el perfil de temperatura ambiente, y cuáles son sus ĺımites de

identificabilidad?

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Desarrollar y evaluar una metodoloǵıa basada en PINNs para identificar la curva de

generación de calor de hidratación Q̇(t) del cemento, a partir de mediciones de tem-

peratura de un caloŕımetro semiadiabático y bajo condición de borde de Robin, como

alternativa al método clásico de calibración inversa.
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1.2.2. Objetivos espećıficos

a) Formular los problemas directo e inverso de transferencia de calor en la probeta

ciĺındrica y adaptar un marco de PINNs para el entrenamiento estable con una

configuración de doble red, a la identificación de la fuente.

b) Validar de forma incremental la metodoloǵıa sobre subproblemas de complejidad

creciente, abarcando las condiciones de Dirichlet y Robin y los problemas directo

e inverso, contrastando contra referencias de elementos finitos y anaĺıticas.

c) Caracterizar el desempeño y la robustez de la identificación inversa bajo Robin

frente a la morfoloǵıa de la fuente, la cobertura de sensores, el nivel de ruido y el

perfil de temperatura ambiente.

d) Contrastar el enfoque con el método clásico de calibración inversa, identificando

sus ventajas, limitaciones y las condiciones bajo las cuales resulta competitivo.

1.3. Estructura de la tesis

Esta tesis se organiza en cinco caṕıtulos, cuyo contenido se describe a continuación:

a) Caṕıtulo 1: presenta la motivación de la investigación, la hipótesis de trabajo, los

objetivos y la estructura del documento.

b) Caṕıtulo 2: revisa los antecedentes del problema, desde el agrietamiento térmi-

co del hormigón masivo y el término fuente Q̇(t) hasta los enfoques clásicos de

identificación inversa y las PINNs, cerrando con la brecha de investigación.

c) Caṕıtulo 3: detalla la metodoloǵıa, incluyendo la formulación del problema, la

estrategia en dos fases, la arquitectura de las redes, la función de pérdida, el

muestreo, la solución anaĺıtica de referencia y las métricas de validación.

d) Caṕıtulo 4: presenta y analiza los resultados de la fase exploratoria y de la fase

experimental de identificación inversa bajo Robin, y discute el contraste con el

método clásico.
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e) Caṕıtulo 5: reúne las conclusiones teóricas y prácticas, las direcciones de trabajo

futuro y los comentarios finales.

A lo largo del documento, el lector puede apoyarse en la Figura 1.2, que ofrece una

visión de conjunto del trabajo y a la que se hará referencia de forma recurrente. El

esquema organiza el problema en tres niveles. En el primero está el fenómeno f́ısico:

la hidratación del cemento en una probeta ciĺındrica, cuyo comportamiento térmico

se describe mediante la ecuación de calor de Fourier con un término fuente Q̇(t) y

condiciones de borde de tipo Dirichlet (validación) o Robin (caso real). Sobre este

modelo se definen dos problemas complementarios: el problema directo, que con Q̇(t)

conocido calcula el campo de temperatura T (t, r, z) y sirve de banco de prueba; y el

problema inverso, objetivo central de la tesis, en el que Q̇(t) es desconocida y debe

identificarse a partir de las mediciones de los sensores. Cada problema se aborda con

enfoques que cumplen roles distintos: la solución anaĺıtica y la simulación por elementos

finitos (FEM) actúan como referencias de validación, mientras que la red neuronal

informada por la f́ısica (PINN), marcada con ⋆, es el método cuya capacidad investiga

este trabajo, en contraste con el enfoque clásico de calibración inversa. Esta separación

entre los dos problemas y los distintos métodos gúıa la lectura del resto del documento.

Finalmente es importante notar al lector, que todas las unidades para los terminos

utilizados en el alcance de la tesis se pueden encontrar en el Apéndice E.
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Calor de hidratación
Q(t)

Temperatura ambiente
(constante o senoidal)

Contexto físico

Fenómeno físico

Hidratación del cemento
en probeta cilíndrica

Modelo térmico
ρ·cp ∂T/∂t = ∇·(k∇T) + Q(t)
Borde Robin (caso real)

Dirichlet: solo validación

Dato medido u_sens
Muestreo en sensores (9 / 4 / 3 / 1)
+ ruido de medición (σ = 0 – 2 °C)

(generado a partir del problema directo)

Problema directo ( Q(t) conocido ⇒ T(t,r,z) )

Dirichlet
(validación)

Robin
(caso real)

Problema inverso ( u_sens ⇒ Q(t) )

Métodos del problema directo

Solución
analítica FEM

Métodos del problema inverso

★ PINN
sin forma
funcional,
sin malla

Clasico (Arrieta)
FEM + optimizador,

forma fija

Simulación del campo térmico T(t,r,z) Recuperación de la fuente Q(t) validada vs Q(t) real

Robin
(caso real)

Dirichlet
(validación)

★ PINN

Figura 1.2: Visión general del proyecto: del fenómeno f́ısico (hidratación del cemento en
una probeta ciĺındrica) a los dos problemas que estructuran la tesis, directo e inverso
y a los enfoques de solución empleados en cada uno. La PINN (⋆) es la contribución
de esta tesis; la solución anaĺıtica, la FEM y el método clásico de calibración inversa
actúan como referencias de validación y de comparación.
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Caṕıtulo 2

Revisión Bibliográfica

Este caṕıtulo reúne los antecedentes necesarios para situar el problema abordado en

esta tesis dentro de su contexto f́ısico y metodológico. La exposición sigue una lógica de

creciente especificidad. Se parte del fenómeno de interés, esto es, el calor liberado duran-

te la hidratación del cemento y el agrietamiento térmico que este induce en elementos

de hormigón masivo, para luego presentar la formulación matemática del problema me-

diante la ecuación de calor de Fourier y el rol del término fuente Q̇(t). Sobre esta base

se revisan los enfoques clásicos para la identificación de Q̇(t) y sus limitaciones, lo que

motiva la introducción de las PINNs como alternativa. Finalmente, se examina el estado

del arte en el entrenamiento estable de PINNs y su aplicación a problemas inversos de

transferencia de calor, cerrando con la brecha de investigación que el presente trabajo

busca abordar.

2.1. Hormigón masivo y agrietamiento térmico en

edades tempranas

Se denomina hormigón masivo a cualquier volumen de hormigón con dimensiones lo

suficientemente grandes como para requerir medidas que controlen la generación de

calor producto de la hidratación del cemento y los cambios de volumen asociados, con

el fin de minimizar el agrietamiento (American Concrete Institute, 2005). Este tipo de

elementos es frecuente en obras de gran envergadura tales como represas, puentes y

fundaciones de edificaciones. Como criterio operativo, la Especificación para Hormigón
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Masivo Estructural del Instituto del Cemento y del Hormigón de Chile establece que

los elementos estructurales cuya dimensión menor sea igual o superior a 0,8 m y que

presenten una dosis de cemento mayor a 360 kg/m3, o un grado de resistencia a compre-

sión igual o superior a 35 MPa, requieren de una evaluación para determinar si deben

tratarse como hormigón masivo (Instituto del Cemento y del Hormigón de Chile, 2019).

La relevancia de esta clasificación radica en el proceso de hidratación del cemento, una

serie de reacciones qúımicas exotérmicas que ocurren de manera simultánea al entrar

en contacto los compuestos cementicios con el agua. Estas reacciones liberan una can-

tidad considerable de calor que eleva la temperatura del elemento (Mehta & Monteiro,

2014). En un elemento masivo, el calor generado en el núcleo no logra disiparse hacia el

ambiente a la misma velocidad con que la superficie intercambia calor con el exterior, lo

que produce un gradiente térmico entre ambas zonas. Este gradiente induce una expan-

sión diferencial del material que, al encontrarse restringida y desarrollarse en una etapa

en que el hormigón aún no ha alcanzado una resistencia mecánica significativa, genera

tensiones internas capaces de provocar agrietamiento en edades tempranas (Aniskin &

Nguyen, 2019).

Las consecuencias de este agrietamiento comprometen el desempeño de la estructura a

largo plazo. Las grietas, sumadas a la porosidad propia del hormigón, abren nuevas rutas

de transporte para agentes agresivos provenientes del exterior, tales como agua, dióxido

de carbono y soluciones iónicas, lo que reduce la durabilidad esperada del elemento (Li &

Li, 2019). A esto se añade el riesgo de formación tard́ıa de etringita, fenómeno asociado

a temperaturas elevadas durante la hidratación que provoca una expansión continua del

material y un consecuente deterioro estructural de dif́ıcil detección y reparación (Wang,

Jin, Pang, Li, Dong & Chen, 2023).

Frente a estos riesgos, la normativa internacional, en particular la gúıa ACI 207.1R-

21 (American Concrete Institute, 2021), establece ĺımites y recomendaciones para el

control del agrietamiento térmico en hormigón masivo. En Chile no existe una normativa

vigente espećıfica para este tipo de elementos; la referencia disponible es la especificación

del ICH (Instituto del Cemento y del Hormigón de Chile, 2019), que recoge requisitos

generales basados en la gúıa ACI. Esta especificación limita la temperatura máxima

admisible en el núcleo del elemento y el diferencial de temperatura entre el núcleo y la

superficie, definiendo dichos ĺımites en función de la importancia estructural de la obra
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y de su condición de exposición ambiental. El cumplimiento de estos ĺımites depende

de poder predecir el comportamiento térmico del elemento durante su fase de diseño,

lo que motiva la modelación matemática del fenómeno que se aborda en la siguiente

sección.

2.2. Modelación térmica y el término fuente Q̇(t)

La predicción del comportamiento térmico de un elemento de hormigón masivo requiere

describir matemáticamente cómo se transfiere y se acumula el calor en su interior. Esta

sección presenta la ecuación que gobierna el fenómeno, las condiciones de borde que

completan su formulación, los modelos disponibles para representar el término fuente

y la técnica experimental con que este se caracteriza.

2.2.1. Ecuación de conducción de calor

El mecanismo dominante de transferencia de calor en un sólido es la conducción, go-

bernada por la ley de Fourier, que establece que el flujo de calor es proporcional al

gradiente de temperatura y opuesto a este, de modo que el calor se desplaza desde las

zonas de mayor hacia las de menor temperatura (Cengel & Castellanos, 2007):

q⃗ = −k∇T, (2.1)

donde q⃗ es el vector de flujo de calor, k la conductividad térmica del material y ∇T el

gradiente de temperatura. Al aplicar un balance de enerǵıa sobre un elemento diferencial

de volumen e incorporar un término de generación interna, se obtiene la ecuación de

conducción de calor en su forma general (Serth & Lestina, 2014):

ρcp
∂T

∂t
= ∇ · (k∇T ) + Q̇(t), (2.2)

donde T es el campo de temperatura, ρ la densidad, cp el calor espećıfico del material y

Q̇(t) el término fuente, que representa la enerǵıa generada por unidad de volumen y de

tiempo. En el contexto del hormigón masivo, este término fuente corresponde precisa-

mente al calor liberado por la hidratación del cemento, y constituye la incógnita central

de este trabajo. Su importancia radica en que Q̇(t) es espećıfico de cada mezcla de hor-
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migón, ya que depende de la composición del cemento, la dosificación y las condiciones

de curado, por lo que no puede asumirse conocido a priori para una mezcla arbitraria.

2.2.2. Condiciones de borde

La ecuación (2.2) admite infinitas soluciones; para que el problema quede bien plan-

teado es necesario especificar, además de la condición inicial, el estado del campo de

temperatura sobre la frontera del dominio mediante condiciones de borde. Según la na-

turaleza f́ısica del intercambio térmico en cada superficie, estas condiciones se clasifican

en tres tipos fundamentales (Cengel & Castellanos, 2007; Serth & Lestina, 2014).

La condición de Dirichlet, o de primer tipo, prescribe directamente el valor de la tem-

peratura sobre la frontera,

T = Ts sobre ∂Ω, (2.3)

donde Ts es una temperatura conocida, posiblemente dependiente del tiempo. Repre-

senta una superficie cuya temperatura se mantiene fija, por ejemplo por contacto con

un medio a temperatura controlada, y constituye la idealización más simple del com-

portamiento del borde.

La condición de Neumann, o de segundo tipo, prescribe el flujo de calor a través de la

frontera, esto es, el gradiente de temperatura en la dirección normal,

−k ∂T
∂n

= qs sobre ∂Ω, (2.4)

donde ∂T/∂n es la derivada en la dirección de la normal exterior n y qs el flujo impuesto.

El caso particular qs = 0 corresponde a una frontera adiabática o aislada, en la que

no hay intercambio de calor; esta forma homogénea es también la que expresa una

condición de simetŕıa, donde el flujo neto a través del plano de simetŕıa es nulo.

La condición de Robin, o de tercer tipo, modela el intercambio convectivo entre la

superficie y el medio circundante, igualando el flujo conductivo en el borde al flujo

convectivo hacia el ambiente,

−k ∂T
∂n

= β (T − Tenv) sobre ∂Ω, (2.5)
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donde β es el coeficiente de transferencia de calor por convección y Tenv la temperatura

del ambiente. Esta condición acopla el valor de la temperatura en la frontera con su

gradiente y constituye una combinación de las dos anteriores: recupera la condición de

Dirichlet cuando β → ∞, esto es, cuando la superficie se equilibra instantáneamente

con el ambiente, y la de Neumann adiabática cuando β → 0, cuando la superficie queda

aislada. Por modelar de manera realista el intercambio térmico de un cuerpo con su

entorno, la condición de Robin es la f́ısicamente representativa del comportamiento de

un caloŕımetro semiadiabático, en el que la superficie de la probeta intercambia calor

con el exterior a través de un aislante.

2.2.3. Modelos para el término fuente

Para estimar Q̇(t) se han desarrollado distintos modelos. Un enfoque ampliamente uti-

lizado es el de carácter macroscópico propuesto por (Swaddiwudhipong, Wu & Zhang,

2003), que describe la cinética de hidratación mediante una ecuación de tipo Kolmogoroff-

Erofeev. En esta formulación, el grado de hidratación α(t) de cada compuesto principal

del cemento evoluciona según

α(t) = 1− e−a(log t)b , (2.6)

donde a y b son parámetros cinéticos propios de cada compuesto y t es el tiempo

transcurrido desde el contacto inicial con el agua. A partir de esta expresión, la tasa

instantánea de generación de calor de cada compuesto puede escribirse como

Q̇i(t) = 0,43 ·Qi,max ·
a b (log t)b−1

t ea(log t)b
, (2.7)

con Qi,max el calor máximo de hidratación del compuesto i. La curva completa de

generación de calor de la mezcla se obtiene sumando los aportes de los principales

compuestos del cemento. Esta familia de modelos resulta útil para predecir el compor-

tamiento térmico del hormigón, aunque impone una forma funcional fija sobre la curva,

condicionada por la estructura de las expresiones anteriores.
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2.2.4. Caracterización experimental: calorimetŕıa semiadiabáti-

ca

La obtención de Q̇(t) no es solo un problema de modelación, sino que también requie-

re de datos experimentales que caractericen la mezcla. La técnica habitual para este

propósito es la calorimetŕıa semiadiabática, empleada para medir el calor de hidrata-

ción de muestras de hormigón a lo largo de un periodo determinado. Un caloŕımetro

semiadiabático es un sistema de medición diseñado para estar térmicamente aislado y

minimizar la pérdida de calor hacia el ambiente, aunque siempre subsiste un pequeño

intercambio térmico con el exterior, lo que lo distingue de un caloŕımetro adiabático

ideal. Durante el ensayo se registran las variaciones de temperatura de la muestra a

lo largo del tiempo, y estos perfiles térmicos constituyen la información a partir de la

cual debe identificarse la curva Q̇(t) (Arrieta Costa, 2025). El modo en que se reali-

za esta identificación, esto es, recuperar el término fuente a partir de mediciones de

temperatura, es lo que define el problema inverso que se aborda en la siguiente sección.

2.3. El problema inverso para identificar Q̇(t): enfo-

ques clásicos

La determinación del término fuente Q̇(t) a partir de mediciones de temperatura cons-

tituye un problema inverso. A diferencia del problema directo, en el cual se conoce la

fuente y se busca el campo de temperatura resolviendo la ecuación de calor (2.2), el

problema inverso recorre el camino contrario: se dispone de un perfil térmico medi-

do y se busca la causa que lo produjo, esto es, la curva de generación de calor. Esta

clase de problemas es caracteŕısticamente más dif́ıcil de resolver que su contraparte

directa, ya que pequeñas perturbaciones en los datos de temperatura, inevitables en

cualquier medición experimental, pueden traducirse en variaciones considerables de la

fuente recuperada.

Esta sensibilidad es la manifestación de un problema mal planteado en el sentido de Ha-

damard: la solución puede no depender de forma continua de los datos, e incluso no ser

única, de modo que fuentes distintas pueden reproducir un mismo perfil de temperatura

dentro del error de medición. Recuperar una solución estable requiere, por tanto, re-
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gularizar el problema, esto es, incorporar información adicional que restrinja el espacio

de soluciones admisibles (Hadamard, 1923). En los enfoques clásicos esta regularización

se introduce de manera impĺıcita al imponer una forma funcional sobre la fuente: al

restringir Q̇(t) a una familia paramétrica reducida se acota fuertemente el espacio de

búsqueda y se estabiliza la inversión, a costa de limitar las morfoloǵıas representables.

Esta doble naturaleza de la forma funcional, restricción y a la vez regularización, será

relevante al contrastar ambos enfoques.
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Figura 2.1: Carácter mal planteado del problema inverso en el sentido de Hadamard.
(a) Tres fuentes Q̇(t) de morfoloǵıa distinta pero igual enerǵıa producen perfiles de
temperatura indistinguibles dentro de la banda de error de medición: el problema no
tiene solución única. (b) Al restringir Q̇(t) a una familia paramétrica reducida, el espacio
de búsqueda se acota y la inversión se estabiliza. Fuente: elaboración propia.

El enfoque clásico para abordar este problema combina simulación numérica directa

con un algoritmo de optimización que ajusta los parámetros de la fuente. El trabajo de

(Arrieta Costa, 2025) constituye el antecedente directo de esta tesis y representa este
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tipo de estrategia. En él se desarrolla una metodoloǵıa de calibración inversa orientada

a identificar la curva Q̇(t) de una mezcla espećıfica de hormigón a partir de los regis-

tros de un caloŕımetro de bajo costo. El procedimiento parametriza la fuente mediante

la formulación cinética descrita en la Sección 2.2, de modo que la curva queda com-

pletamente determinada por un conjunto reducido de parámetros. Sobre este espacio

de parámetros se aplica un esquema iterativo: para cada propuesta de parámetros se

construye la curva Q̇(t), se ejecuta una simulación térmica por elementos finitos de

la probeta en OpenSees (Arrieta Costa, 2025), y se evalúa el error entre el perfil de

temperatura simulado y el medido experimentalmente. El ajuste de los parámetros se

realiza mediante el algoritmo de evolución diferencial, una estrategia de optimización

adecuada para problemas no lineales con múltiples mı́nimos locales, que itera hasta

minimizar dicho error.

Propuesta ini-
cial de parámetros

Construcción de
la curva Q̇(t)

Simulación térmica
por FEM (OpenSees)

Cálculo del error entre el
perfil simulado y el medido

¿Convergencia?

Curva Q̇(t) identificada

Perfil de tem-
peratura medido
(caloŕımetro)

Ajuste de parámetros
(evolución diferencial)

Śı

No

Figura 2.2: Esquema iterativo del enfoque clásico de calibración inversa para la identifi-
cación de Q̇(t), basado en simulación por elementos finitos y optimización por evolución
diferencial. Fuente: elaboración propia a partir de la metodoloǵıa de (Arrieta Costa,
2025).
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Si bien este tipo de enfoque ha demostrado ser efectivo, presenta limitaciones que moti-

van la búsqueda de alternativas. La primera es que requiere imponer una forma funcional

a priori sobre Q̇(t). La curva recuperada queda restringida a la familia paramétrica ele-

gida, de modo que solo puede representar morfoloǵıas compatibles con dicha estructura.

Cuando el comportamiento térmico real de una mezcla se aparta de la forma supues-

ta, el modelo no logra capturarlo. Esta limitación se evidencia en el propio trabajo de

(Arrieta Costa, 2025), donde la formulación cinética base subestimaba sistemáticamente

el calor liberado en los primeros instantes de la hidratación, lo que obligó a incorporar

un término adicional definido por tramos para corregir el ajuste en esa región. Esta

corrección, si bien efectiva, ilustra precisamente la rigidez de los enfoques que dependen

de una forma funcional predefinida.

Una segunda limitación es de carácter computacional. El esquema descrito anida una

simulación numérica completa dentro de cada iteración del optimizador, de manera

que el costo total escala con el número de evaluaciones requeridas para converger. A

esto se suma la dependencia de una malla: la simulación por elementos finitos exige

discretizar el dominio, y el traslado de la metodoloǵıa a una geometŕıa distinta implica

volver a generar la malla correspondiente. En conjunto, estas limitaciones, esto es, la

imposición de una forma funcional a priori, el costo de anidar simulaciones dentro de la

optimización y la dependencia de una discretización del dominio, motivan la exploración

de un enfoque alternativo. Las PINNs, que se introducen en la siguiente sección, ofrecen

un marco que aborda estas tres limitaciones de manera natural.

2.4. Redes neuronales informadas por la f́ısica (PINNs)

2.4.1. De las redes neuronales clásicas a las PINNs

Antes de describir la formulación de las PINNs conviene precisar en qué se distinguen

de una red neuronal en su uso más habitual, ya que ambas comparten la misma arqui-

tectura básica pero difieren por completo en la manera en que aprenden y en lo que

producen. Esta distinción es la que explica por qué, en el problema abordado en esta

tesis, no aparecen elementos que suelen darse por supuestos al hablar de redes neuro-

nales, como un conjunto de datos de entrenamiento etiquetado o una separación entre
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una fase de entrenamiento y una de inferencia.

En su uso clásico, una red neuronal se emplea en un esquema de aprendizaje supervisa-

do: se dispone de un conjunto de entrenamiento formado por pares de entrada y salida

conocidos, y la red ajusta sus parámetros para reproducir esa correspondencia minimi-

zando el error entre su predicción y la salida esperada. El conocimiento del problema

reside, por tanto, en los datos etiquetados. Una vez completada esta fase de entrena-

miento, los parámetros quedan fijos y la red se utiliza en una fase de inferencia distinta,

en la que predice la salida para entradas nuevas que no formaron parte del entrena-

miento. El objetivo es la generalización: que lo aprendido a partir de un conjunto finito

de ejemplos sea válido para casos no vistos.

Una PINN se aparta de este esquema en tres aspectos fundamentales. El primero es

la fuente de supervisión. En lugar de aprender de un conjunto de pares entrada-salida

etiquetados, la red se entrena para satisfacer la ecuación diferencial que gobierna el

problema, evaluada en puntos del dominio denominados puntos de colocación. Estos

puntos no llevan asociado un valor de salida conocido: la red no recibe la respuesta

correcta en ellos, sino que se la penaliza en la medida en que su predicción no cumple la

f́ısica. La información que gúıa el aprendizaje no proviene de etiquetas, sino de la propia

ecuación. Por ello no existe un conjunto de entrenamiento en el sentido convencional;

cuando hay datos medidos, como las lecturas de un caloŕımetro en el problema inverso,

estos cumplen un papel complementario de anclaje y no constituyen la única ni la

principal fuente de supervisión.

El segundo aspecto es que no existe una separación entre una fase de entrenamiento y

una de inferencia. Una PINN no se entrena para generalizar a problemas distintos del

que resuelve, sino que su entrenamiento consiste precisamente en resolver una instancia

concreta del problema. El resultado de minimizar la pérdida es directamente la solución

buscada: la red entrenada es la solución de la ecuación para las condiciones dadas.

Entrenar y resolver son, en este contexto, la misma operación, y no tiene sentido una

etapa posterior de inferencia sobre casos nuevos como la que sigue al entrenamiento de

una red supervisada clásica.

El tercer aspecto se desprende de los dos anteriores: lo que la red representa. En el uso

clásico la red aproxima un mapeo estad́ıstico inferido de los datos, mientras que en una

PINN la red es la función incógnita del problema, esto es, el campo de temperatura
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T (t, r, z) o, en el caso inverso, la curva de generación de calor Q̇(t). La red deja de ser

un predictor entrenado sobre ejemplos y pasa a ser la representación continua de la

magnitud f́ısica que se busca determinar.

Con esta distinción establecida, el resto de la sección detalla cómo se construye la

función de pérdida que incorpora la f́ısica y cómo esta formulación se adapta tanto al

problema directo como al inverso.

2.4.2. Redes neuronales informadas por la f́ısica

Las PINNs fueron formalizadas por (Raissi, Perdikaris & Karniadakis, 2019) y constitu-

yen una clase de redes neuronales que incorporan una ecuación diferencial directamente

en su función de pérdida. La idea central es representar la solución de la ecuación me-

diante una red neuronal y entrenarla de modo que, además de ajustarse a los datos

disponibles, satisfaga las leyes f́ısicas que gobiernan el problema. De esta manera, la

f́ısica no se impone resolviendo numéricamente la ecuación, sino que se introduce como

una restricción que la red debe cumplir durante el entrenamiento.

Concretamente, una red uθ con parámetros θ aproxima el campo de interés, en este

caso la temperatura T (t, r, z). La función de pérdida penaliza el grado en que la red

incumple las restricciones del problema. Su componente caracteŕıstico es el residual de

la ecuación diferencial, definido como el valor que toma la propia ecuación al evaluarla

sobre la predicción de la red en un conjunto de puntos del dominio, denominados puntos

de colocación. Para la ecuación de calor de la expresión (2.2), este residual mide cuánto

se aparta la salida de la red de satisfacer la f́ısica en cada punto. Las derivadas que

aparecen en el residual se calculan mediante diferenciación automática, una herramienta

que permite obtener gradientes exactos de la red respecto de sus entradas sin recurrir a

aproximaciones por diferencias finitas ni a la discretización del dominio. A este término

f́ısico se suman otros que imponen las condiciones iniciales y de borde, de modo que

minimizar la pérdida total equivale a buscar una función que sea consistente con la

ecuación y con las condiciones del problema de manera simultánea.

Esta formulación admite dos modos de uso que resultan centrales para este trabajo.

En el problema directo, el término fuente Q̇(t) es conocido y la red se entrena para

reproducir el campo de temperatura que la f́ısica predice, de modo que la PINN actúa

como un solucionador de la ecuación diferencial. En el problema inverso, en cambio,
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Q̇(t) es desconocida y debe identificarse a partir de mediciones. Para ello, la fuente

se representa mediante una segunda red neuronal sϕ(t) con parámetros ϕ propios, que

se entrena conjuntamente con la red de temperatura. A las restricciones f́ısicas del

problema, esto es, la ecuación de calor y las condiciones de borde e inicial, se añade un

término de datos que ancla el campo de temperatura a un conjunto de mediciones en

puntos sensorizados del dominio, de manera que ambas redes se optimizan en un único

proceso para satisfacer simultáneamente la f́ısica y los datos experimentales.

t, r, z

Red de temperatura
uθ(t, r, z)

û

Residual de la EDP
r = ∂tu − α∇²u − ŝ

t

Red de fuente
sφ(t)

ŝ

ℒfís ℒdatos Mediciones (calorímetro)

Pérdida total
ℒ = ℒdatos + λ ℒfís

Actualización de θ, φ (retropropagación)

Figura 2.3: Esquema conceptual de una red neuronal informada por la f́ısica aplicada
al problema inverso. La red de temperatura y la red de fuente se entrenan conjunta-
mente, combinando el residual de la ecuación de calor con el ajuste a las mediciones
experimentales. Fuente: elaboración propia.

Este enfoque aborda de manera natural las tres limitaciones de los métodos clásicos

identificadas en la Sección 2.3. En primer lugar, al representar la fuente mediante una

red neuronal, no es necesario imponer una forma funcional a priori sobre Q̇(t): la red
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puede aproximar curvas de generación de calor de morfoloǵıas diversas, lo que resulta

particularmente valioso al estudiar mezclas o condiciones de curado cuyo comporta-

miento térmico no sigue necesariamente la cinética estándar. En segundo lugar, las

PINNs son un método sin malla, ya que la ecuación se impone a través del muestreo

de puntos de colocación en lugar de una discretización estructurada del dominio; esto

evita la generación y el refinamiento de mallas y facilita la transferencia del modelo

a otras geometŕıas. Finalmente, el campo de temperatura y la fuente se aprenden de

forma simultánea dentro de un mismo proceso de optimización, en contraste con el

esquema clásico que anida una simulación numérica completa dentro de cada iteración

del optimizador. Estas caracteŕısticas hacen de las PINNs un marco apropiado para el

problema inverso de identificación de Q̇(t) abordado en esta tesis. No obstante, su en-

trenamiento estable no es trivial y depende de un conjunto de técnicas que la literatura

reciente ha desarrollado, las cuales se revisan en la siguiente sección.

2.5. Estado del arte: entrenamiento estable de PINNs

Si bien la formulación de las PINNs es conceptualmente directa, su entrenamiento en la

práctica dista de ser trivial. La literatura ha documentado que la formulación original

de (Raissi, Perdikaris & Karniadakis, 2019), que minimiza una suma simple de los

términos de pérdida, sufre de patoloǵıas de entrenamiento que pueden llevar a la red

a converger hacia soluciones inexactas (Wang, Sankaran, Wang & Perdikaris, 2023).

Comprender estas patoloǵıas y las técnicas desarrolladas para mitigarlas es necesario,

ya que la metodoloǵıa de esta tesis se construye precisamente sobre dicho conjunto de

técnicas.

Se han identificado tres patoloǵıas principales. La primera es el sesgo espectral, una

tendencia de los perceptrones multicapa a aprender primero las componentes de baja

frecuencia de la solución, lo que dificulta la representación de variaciones rápidas y

gradientes pronunciados (Rahaman, Baratin, Arpit, Draxler, Lin, Hamprecht, Bengio

& Courville, 2019; Wang, Wang & Perdikaris, 2020). La segunda es el desbalance de

los términos de pérdida: el residual de la ecuación, las condiciones iniciales y las de

borde generan gradientes cuyas magnitudes pueden diferir en órdenes de magnitud, de

modo que un término domina el entrenamiento y los demás quedan insuficientemente
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minimizados (Wang, Teng & Perdikaris, 2020). La tercera es la violación de la causalidad

temporal, que ocurre cuando la red minimiza el residual de la ecuación en instantes

tard́ıos antes de haber resuelto correctamente los tempranos, en contradicción con la

dirección f́ısica en que se propaga la información en un problema dependiente del tiempo

(Wang, Sankaran & Perdikaris, 2022).

Frente a estas dificultades, se han propuesto distintas técnicas que, en conjunto, han

pasado a constituir un esquema de referencia para el entrenamiento estable de PINNs.

Para mitigar el sesgo espectral se emplea el embedding de caracteŕısticas de Fourier,

introducido por (Tancik, Srinivasan, Mildenhall, Fridovich-Keil, Raghavan, Singhal, Ra-

mamoorthi, Barron & Ng, 2020), que proyecta las coordenadas de entrada a un espacio

de mayor dimensión mediante funciones sinusoidales antes de ingresar a la red, lo que

le permite representar funciones de alta frecuencia y estructuras finas de la solución

(Wang, Wang & Perdikaris, 2020). En cuanto a la arquitectura, en lugar de un per-

ceptrón multicapa estándar se utiliza una variante modificada propuesta por (Wang,

Teng & Perdikaris, 2020), en la que dos transformaciones de la entrada se combinan

mediante multiplicaciones punto a punto en cada capa oculta, lo que mejora el flujo

de gradientes y la capacidad expresiva de la red en problemas gobernados por ecua-

ciones diferenciales. A esto se añade la factorización aleatoria de pesos propuesta por

(Wang, Wang, Seidman & Perdikaris, 2022), que reparametriza los pesos de cada capa

separándolos en una magnitud y una dirección, acelerando la convergencia y reduciendo

la sensibilidad a la inicialización.

El desbalance entre términos de pérdida se aborda mediante esquemas de balanceo au-

tomático que ajustan periódicamente los pesos relativos de cada componente durante

el entrenamiento. Uno de estos esquemas se basa en el Neural Tangent Kernel (NTK),

y actualiza los pesos según las trazas de los kernels asociados a cada término, de modo

que las distintas componentes converjan a tasas comparables (Wang, Yu & Perdikaris,

2022). La violación de la causalidad temporal, por su parte, se mitiga mediante el entre-

namiento causal propuesto por (Wang, Sankaran & Perdikaris, 2022), que descompone

el dominio temporal en bloques sucesivos y los pondera de manera que la red minimice

primero el residual en los tiempos tempranos antes de atender los tard́ıos, respetando

aśı la naturaleza causal del fenómeno.

A estas técnicas se suman estrategias de muestreo adaptativo de los puntos de colo-
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cación, que los concentran en las regiones donde el residual de la ecuación es mayor

o donde la solución vaŕıa más rápido, en lugar de distribuirlos de manera uniforme.

Este muestreo guiado por la f́ısica mejora la exactitud en los transitorios y gradientes

pronunciados sin incrementar el número total de puntos (Wu, Zhu, Tan, Kartha & Lu,

2022).

Estas técnicas se encuentran integradas en el framework JAX-PI, presentado por (Wang,

Sankaran, Wang & Perdikaris, 2023) como una implementación de referencia de PINNs

que reúne las prácticas descritas y demuestra, mediante estudios de ablación sobre

un conjunto de problemas de prueba, que cada componente contribuye positivamente

a la exactitud del modelo. La metodoloǵıa desarrollada en esta tesis, detallada en el

Caṕıtulo 3, se construye sobre este framework y adapta dicho conjunto de técnicas al

problema inverso de identificación de la curva de generación de calor.

2.6. PINNs en problemas inversos de transferencia

de calor

La aplicación de PINNs a problemas inversos de transferencia de calor ha recibido

atención creciente en los últimos años, en parte porque la formulación del problema

inverso se adapta de manera natural al esquema de las PINNs: basta con tratar la

cantidad desconocida como un parámetro entrenable adicional, o como la salida de

una red auxiliar, e incorporar un término de datos en la función de pérdida. (He, Ni,

Wang & Zhang, 2021) fueron de los primeros en proponer un conjunto de arquitecturas

basadas en PINNs para resolver problemas directos e inversos de conducción de calor

en materiales, abordando tanto la estimación de parámetros constantes como la de un

término de generación de calor variable.

Un trabajo cercano al problema de esta tesis es el de (Palar, Aziz, Zuhal, Sambegoro

& Dung, 2023), quienes estudian el uso de PINNs para resolver problemas inversos de

conducción de calor transiente unidimensional en condiciones realistas, esto es, con un

número limitado de puntos de medición y en presencia de ruido. Los autores abordan

cuatro casos de identificación: difusividad térmica constante, el par conductividad térmi-

ca y capacidad caloŕıfica volumétrica, una generación de calor que vaŕıa en el espacio y

el tiempo, y una difusividad térmica que vaŕıa espacialmente. Sus resultados muestran
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que las PINNs pueden estimar las cantidades desconocidas con una exactitud aceptable

a partir de pocos puntos de medición, incluso cuando se considera ruido instrumental,

aunque el número de puntos debe ser suficiente para capturar correctamente la f́ısica del

problema. El caso de generación de calor variable es particularmente pertinente para

este trabajo, ya que comparte con el problema aqúı abordado la identificación de un

término fuente que no se reduce a un escalar.

En una dirección similar, (Billah, Khan, Liu & Dutta, 2023) aplican PINNs a un pro-

blema de transferencia de calor transiente en una pared plana sometida a un flujo de

calor desconocido en una de sus fronteras, mientras la opuesta se mantiene aislada. A

partir de un conjunto reducido de mediciones de temperatura con ruido, estiman de

forma conjunta una propiedad termof́ısica del material y el flujo de calor en la frontera,

considerando tanto el caso de un flujo constante como el de un flujo que vaŕıa en el

tiempo. Este antecedente es relevante para esta tesis porque demuestra la capacidad de

las PINNs para recuperar simultáneamente un parámetro material y una función del

tiempo desconocida a partir de datos limitados, en una configuración con condiciones

de borde de tipo Neumann.

En conjunto, estos trabajos confirman que las PINNs constituyen una herramienta via-

ble para problemas inversos de conducción de calor y, en particular, para la identificación

de términos fuente o de flujo dependientes del tiempo a partir de mediciones escasas y

ruidosas. No obstante, las aplicaciones reportadas se concentran en geometŕıas y con-

figuraciones de validación, t́ıpicamente en una dimensión y con soluciones anaĺıticas o

sintéticas de referencia. La identificación de la curva de generación de calor de hidrata-

ción del cemento en una probeta de hormigón, a partir de registros de un caloŕımetro

semiadiabático, no ha sido abordada mediante este enfoque, lo que constituye la brecha

que el presente trabajo busca cubrir y que se precisa en la siguiente sección.

2.7. Śıntesis y brecha de investigación

La revisión presentada en este caṕıtulo permite situar el problema abordado en esta

tesis dentro de su contexto. El agrietamiento térmico en edades tempranas es una

causa reconocida de pérdida de durabilidad en elementos de hormigón masivo, y su

predicción durante la fase de diseño depende de conocer la curva de generación de calor

22



de hidratación Q̇(t), que actúa como término fuente en la ecuación de calor de Fourier

y es espećıfica de cada mezcla. La determinación de esta curva a partir de mediciones

de temperatura constituye un problema inverso.

Los enfoques clásicos para resolver este problema inverso, representados por el trabajo

de (Arrieta Costa, 2025) que antecede directamente a esta tesis, combinan una simu-

lación numérica por elementos finitos con un algoritmo de optimización que ajusta los

parámetros de una familia funcional predefinida para Q̇(t). Si bien estos métodos han

demostrado ser efectivos, presentan tres limitaciones: imponen una forma funcional a

priori sobre la fuente, lo que restringe las morfoloǵıas que esta puede adoptar; anidan

una simulación completa dentro de cada iteración del optimizador, con el costo compu-

tacional asociado; y dependen de una discretización del dominio, lo que dificulta la

transferencia a otras geometŕıas.

Las PINNs ofrecen un marco que aborda estas tres limitaciones de manera natural, al re-

presentar la fuente mediante una red neuronal sin forma funcional impuesta, prescindir

de una malla y aprender el campo de temperatura y la fuente de forma simultánea. Su

entrenamiento estable, sin embargo, no es trivial y depende de un conjunto de técnicas

desarrolladas por la literatura reciente para mitigar patoloǵıas como el sesgo espectral,

el desbalance de los términos de pérdida y la violación de la causalidad temporal. Asi-

mismo, trabajos recientes han demostrado que las PINNs constituyen una herramienta

viable para problemas inversos de conducción de calor, incluida la identificación de

términos fuente y de flujo dependientes del tiempo a partir de mediciones escasas y

ruidosas.

No obstante, las aplicaciones de PINNs a problemas inversos de transferencia de calor

reportadas en la literatura se concentran en configuraciones de validación, generalmente

en una dimensión y contrastadas contra soluciones anaĺıticas o sintéticas. La identifica-

ción de la curva de generación de calor de hidratación del cemento, en la geometŕıa de

una probeta ciĺındrica y a partir de los registros de un caloŕımetro semiadiabático, no

ha sido abordada mediante este enfoque. Es precisamente en este vaćıo donde se inserta

la contribución de esta tesis, que explora el uso de PINNs como alternativa al método

clásico de calibración inversa empleado por (Arrieta Costa, 2025), aprovechando su ca-

pacidad para recuperar Q̇(t) sin imponer una forma funcional a priori. En términos de

la Figura 1.2, esta brecha se ubica en la rama del problema inverso: la identificación de
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Q̇(t) a partir de las mediciones de temperatura de los sensores, frente a las referencias

de validación que aportan el problema directo y el método clásico de calibración inver-

sa. La metodoloǵıa desarrollada para abordar este problema se detalla en el caṕıtulo

siguiente.
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Caṕıtulo 3

Marco Metodológico

En este caṕıtulo se detalla la metodoloǵıa desarrollada para identificar la curva de

generación de calor Q̇(t) de hidratación del cemento mediante PINNs. La exposición

comienza con el planteamiento del problema y su formulación adimensional, sobre la

cual se distinguen el problema directo y el inverso. A continuación se presenta la es-

trategia general de la investigación, organizada en dos fases: una fase exploratoria,

en la que se valida progresivamente la tecnoloǵıa sobre subproblemas de complejidad

creciente, y una fase experimental, en la que se aplica de forma sistemática la configura-

ción objetivo, esto es, el problema inverso bajo condición de borde convectiva (Robin).

Posteriormente se describen la arquitectura de las redes, la formulación de la función

de pérdida para los problemas directo e inverso, la estrategia de muestreo de puntos

de colocación, la solución anaĺıtica empleada como referencia exacta de validación, los

aspectos de implementación y entrenamiento, y finalmente los criterios y métricas de

validación.

3.1. Planteamiento del problema

El objetivo central de este trabajo es identificar la curva de generación de calor Q̇(t) aso-

ciada a la hidratación del cemento en una probeta de hormigón, a partir de mediciones

de temperatura registradas en un caloŕımetro semiadiabático. El fenómeno se modela

mediante la ecuación de Fourier de transferencia de calor en coordenadas ciĺındricas,

suponiendo axisimetŕıa:
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ρcp
∂T

∂t
= ∇ · (k∇T ) + Q̇(t), (3.1)

donde T (t, r, z) es el campo de temperatura, ρ la densidad, cp el calor espećıfico, k la

conductividad térmica y Q̇(t) el término fuente de generación interna, supuesto uniforme

en el espacio y dependiente solo del tiempo. Este planteamiento corresponde al nivel

superior de la Figura 1.2, el modelo térmico común del que se derivan el problema

directo y el problema inverso que estructuran el trabajo.

3.1.1. Dominio computacional

La probeta ciĺındrica modelada tiene 75 mm de diámetro y 150 mm de altura, embebida

en aislante de poliestireno de alta densidad. Aprovechando la axisimetŕıa, el dominio

tridimensional se reduce a un plano en coordenadas (r, z), sobre el que se resuelve la

ecuación de calor para todo instante t ∈ [0, Tmax].

Figura 3.1: Probeta ciĺındrica de hormigón embebida en el bloque de aislante de poli-
estireno, con su eje de simetŕıa axial. Esta es la geometŕıa sobre la que se plantean los
problemas directo e inverso de transferencia de calor. Fuente: (Arrieta Costa, 2025).
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3.1.2. Formulación adimensional

Para estabilizar el entrenamiento, el problema se resuelve en variables adimensionales.

Las coordenadas espaciales se escalan al intervalo unitario mediante r̄ = r/R y z̄ = z/H,

con R y H el radio y la altura de la probeta, y el tiempo se adimensionaliza como

t̄ = t/Tmax, de modo que el dominio de entrenamiento es [0, 1]3. La temperatura se

escala a un campo θ de orden unitario.

Con este escalado, la ecuación (3.1), multiplicada por r̄ para evitar la singularidad de

coordenadas en el eje r̄ = 0, adopta la forma adimensional

r̄
∂θ

∂t̄
− FoR

Å
r̄
∂2θ

∂r̄2
+
∂θ

∂r̄

ã
− FoH r̄

∂2θ

∂z̄2
− r̄ S(t̄) = 0, (3.2)

donde S(t̄) es la fuente adimensionalizada y los números de Fourier FoR = αTmax/R
2

y FoH = αTmax/H
2, con α = k/(ρcp) la difusividad térmica, controlan la difusión

radial y axial respectivamente. El intercambio convectivo en las superficies se caracteriza

mediante los números de Biot BiR = βR/k y BiH = βH/k, con β el coeficiente de

transferencia de calor. Esta formulación adimensional es además la base sobre la que se

construye la solución anaĺıtica de referencia descrita en la Sección 3.6.

3.1.3. Condiciones de borde

Sobre el dominio axisimétrico (r̄, z̄) se imponen las condiciones de borde correspondien-

tes a las superficies de la probeta y a su eje de simetŕıa. Partiendo de los tres tipos

generales introducidos en la Sección 2.2, se expresan aqúı en las variables adimensionales

de la Sección 3.1.2, en función de los números de Biot BiR y BiH .

La condición de Dirichlet constituye la idealización más simple del comportamiento

del borde. En los experimentos de validación, las superficies de la probeta se fijan

directamente a la temperatura ambiente prescrita,

θ = θenv sobre la pared y las tapas, (3.3)

donde θenv es la temperatura ambiente adimensional. Al prescribir el valor de la tempe-

ratura sobre la frontera, esta condición prescinde del acople convectivo y desacopla la

solución interior del comportamiento del borde, lo que simplifica el problema y permite
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validar la implementación base sin interferencias adicionales.

En la configuración objetivo, en cambio, el intercambio convectivo en la pared lateral

y en las tapas se modela mediante la condición de Robin, que representa el comporta-

miento f́ısicamente realista del caloŕımetro. En su forma adimensional, sobre la pared

(r̄ = 1) y sobre las tapas (z̄ = 1 y z̄ = 0) adopta la forma

∂θ

∂r̄

∣∣∣∣
r̄=1

+ BiR
(
θ − θenv

)
= 0, (3.4)

∂θ

∂z̄

∣∣∣∣
z̄=1

+ BiH
(
θ − θenv

)
= 0, (3.5)

∂θ

∂z̄

∣∣∣∣
z̄=0

− BiH
(
θ − θenv

)
= 0, (3.6)

donde θenv puede ser constante o variable en el tiempo según el experimento, y el cambio

de signo entre las tapas superior e inferior responde al sentido opuesto de la normal

exterior en cada una. A diferencia de la condición de Dirichlet, la de Robin acopla el

valor de la temperatura en la frontera con su gradiente, introduciendo una interacción

entre la solución interior y el flujo en el borde que incrementa la dificultad del problema.

Finalmente, la axisimetŕıa del problema impone una condición de Neumann homogénea

sobre el eje del cilindro, que garantiza flujo radial nulo y elimina la singularidad de

coordenadas en r̄ = 0,

∂θ

∂r̄

∣∣∣∣
r̄=0

= 0. (3.7)

Todas estas condiciones, junto con la condición inicial θ(r̄, z̄, 0) = θ0, se imponen como

términos de penalización en la función de pérdida, según se detalla en la Sección 3.4.

3.1.4. Problema directo

Este es el problema directo de la Figura 1.2, donde Q̇(t) conocida conduce al campo de

temperatura T (t, r, z). Sirve como caso de validación para verificar que la red reproduce

correctamente la f́ısica cuando todos los términos están definidos. Sus restricciones

son la condición inicial, las condiciones de borde sobre las superficies del caloŕımetro

(Dirichlet o Robin según el experimento) y la condición de simetŕıa axial, definidas en
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la Sección 3.1.3.

3.1.5. Problema inverso

En el problema inverso, Q̇(t) es desconocida y debe identificarse a partir de mediciones

de temperatura en sensores internos, que corresponde a la rama inversa de la Figura 1.2,

en la que la fuente Q̇(t) se recupera a partir de las mediciones usens de los sensores. La

fuente se parametriza con una red neuronal independiente sϕ(t̄), entrenada conjunta-

mente con la red de temperatura uθ(t̄, r̄, z̄). Frente a los métodos clásicos basados en

familias paramétricas y evolución diferencial, este enfoque presenta tres ventajas: no re-

quiere imponer una forma funcional a priori sobre Q̇(t); es un método sin malla, lo que

facilita la transferencia a otras geometŕıas sin necesidad de remallar; y aprende el campo

de temperatura y la fuente de forma simultánea en un único proceso de optimización.

A diferencia de lo que ocurre en algunas formulaciones de PINNs inversas, en este

trabajo el término de datos no reemplaza a las restricciones f́ısicas, sino que se añade

a ellas: la pérdida inversa conserva el residual de la PDE, las condiciones de borde de

Robin, la condición inicial y la simetŕıa axial, e incorpora además un término que ancla

el campo de temperatura a las mediciones de los sensores. La formulación precisa se

detalla en la Sección 3.4.2.

3.2. Estrategia general: dos fases de la investigación

El problema objetivo de esta tesis, identificar Q̇(t) bajo una condición de borde convecti-

va realista, combina varias dificultades acopladas: la imposición estable de la condición

de Robin, la identificabilidad de la fuente y el balance entre términos de pérdida de

magnitudes muy distintas. Abordarlo directamente, sin una validación previa de cada

componente, dificulta atribuir un eventual fallo a una causa concreta. Por esta razón,

la investigación se estructura en dos fases sucesivas. Ambas fases pueden leerse sobre la

Figura 1.2: la fase exploratoria valida la PINN sobre el problema directo contrastándola

con la solución anaĺıtica y la FEM, y la fase experimental aborda el problema inverso

bajo condición de Robin.
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3.2.1. Fase exploratoria: validación de la tecnoloǵıa

La primera fase tiene un propósito instrumental: comprobar que el aparato de PINNs

es capaz de resolver el problema térmico antes de aplicarlo al caso objetivo. Para ello

se adopta una estrategia de dividir y conquistar, descomponiendo el problema en una

secuencia de subproblemas de complejidad creciente que áıslan y validan cada dificultad

por separado. La progresión se recorre a lo largo de dos dimensiones complementarias,

que pueden seguirse sobre la Figura 1.2: la condición de borde y el tratamiento del

término fuente.

La primera dimensión corresponde a la condición de borde y avanza desde Dirichlet ha-

cia Robin. La condición Dirichlet prescribe directamente la temperatura en la superficie

y desacopla la solución interior del comportamiento del borde, lo que simplifica el proble-

ma numérico y permite validar la implementación base sin interferencias adicionales. La

condición Robin, en cambio, modela el intercambio convectivo −k∇T ·n = β(T −Tenv)

y representa el comportamiento f́ısicamente realista del caloŕımetro, introduciendo un

acople entre la solución interior y el flujo en el borde que incrementa la dificultad del

entrenamiento. En este último caso, la temperatura ambiente Tenv puede ser constante

o seguir una historia temporal prescrita.

La segunda dimensión corresponde al término fuente y al tipo de problema: se parte

de un escenario sin fuente interna, que verifica la dinámica difusiva pura; se continúa

con una fuente conocida, que valida la capacidad de la red para representar el efecto de

un término de generación activo en el problema directo; y se culmina con una fuente

desconocida, que introduce la red auxiliar sϕ(t̄) y obliga a identificarla a partir de

mediciones de temperatura en el problema inverso.

El recorrido conjunto de ambas dimensiones permite verificar, de manera incremen-

tal, la imposición correcta de la condición inicial y de las condiciones de borde, la

representación del transitorio térmico inducido por una fuente activa y, finalmente, la

identificabilidad de la fuente. Cada subproblema se contrasta nodo a nodo contra una

simulación de elementos finitos de referencia, de modo que solo se avanza al siguiente

nivel una vez verificado el anterior. El término de esta progresión es la configuración

objetivo, el problema inverso con condición de borde de Robin, que en la Figura 1.2

ocupa la rama inferior derecha, y cuya validación exitosa habilita la segunda fase.
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3.2.2. Fase experimental: identificación inversa bajo Robin

Una vez confirmado que la metodoloǵıa resuelve de forma estable el problema inverso

bajo condición de Robin, la segunda fase consiste en su aplicación sistemática y reiterada

para caracterizar el comportamiento del método frente a distintas condiciones. Todos

los experimentos de esta fase comparten la configuración objetivo (Robin, inverso) y se

diferencian en un conjunto controlado de factores:

Perfil de la fuente de referencia. Se emplean distintas curvas Q̇(t) sintéticas

como ground truth, que abarcan desde perfiles gaussianos de distinta forma y un

perfil rectangular hasta la curva de hidratación obtenida del trabajo de (Arrie-

ta Costa, 2025), esta última como caso de mayor relevancia f́ısica.

Perfil de temperatura ambiente. La condición de Robin se evalúa con am-

biente constante y con historias térmicas variables en el tiempo, con el fin de

reproducir condiciones de ensayo más realistas.

Número y disposición de sensores. Se vaŕıa la cantidad de nodos sensorizados

utilizados como datos de entrenamiento, para estudiar el efecto de la cobertura

de mediciones sobre la identificabilidad de la fuente.

Nivel de ruido. A las mediciones se les añade ruido gaussiano de media nula y

desviación estándar creciente, para evaluar la robustez de la reconstrucción frente

a la incertidumbre instrumental.

Adicionalmente, para la fuente de mayor dificultad, la curva de hidratación de Arrieta,

débilmente identificable por su escala temporal extensa, se realiza un análisis de sensi-

bilidad de la arquitectura de la red (profundidad y ancho) y de la densidad de puntos

de colocación, con el fin de caracterizar su efecto sobre la identificabilidad de la fuente.

El conjunto completo de experimentos de esta fase, con la combinación espećıfica de

factores de cada uno, se enumera y analiza en el Caṕıtulo 4. La presente fase constituye el

cuerpo experimental de la tesis y es la que sustenta las conclusiones sobre el desempeño

del método.

31



3.3. Arquitectura de la red neuronal

La arquitectura empleada difiere entre las dos fases, aunque ambas comparten un núcleo

común de prácticas para el entrenamiento estable de PINNs reportadas en la literatura.

3.3.1. Arquitectura base de la fase exploratoria

Los experimentos de la fase exploratoria se construyen sobre el framework JAX-PI

(Wang, Sankaran, Wang & Perdikaris, 2023), una implementación de referencia de

PINNs en JAX que integra varias de estas prácticas. La arquitectura base combina

los siguientes componentes:

Embedding de caracteŕısticas de Fourier. Las entradas espacio-temporales

(t̄, r̄, z̄) se proyectan a un espacio de mayor dimensión mediante funciones sinu-

soidales con escala fija antes de ingresar a la red. Esta transformación mitiga el

sesgo espectral caracteŕıstico de los perceptrones multicapa estándar, que tienden

a aprender primero las componentes de baja frecuencia y presentan dificultad

para representar variaciones rápidas o gradientes pronunciados (Tancik, Sriniva-

san, Mildenhall, Fridovich-Keil, Raghavan, Singhal, Ramamoorthi, Barron & Ng,

2020; Wang, Wang & Perdikaris, 2020).

Perceptrón multicapa modificado. En lugar de un perceptrón multicapa

estándar, se emplea la variante modificada propuesta por (Wang, Teng & Perdi-

karis, 2020), en la que dos transformaciones de la entrada se combinan mediante

multiplicaciones punto a punto en cada capa oculta, lo que mejora el flujo de gra-

dientes y la capacidad expresiva de la red en problemas gobernados por ecuaciones

diferenciales.

Factorización aleatoria de pesos. Los pesos de cada capa densa se repara-

metrizan factorizándolos en magnitud y dirección, lo que acelera la convergencia

y reduce la sensibilidad a la inicialización (Wang, Wang, Seidman & Perdikaris,

2022).
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3.3.2. Configuración de doble red para el problema inverso

La fase experimental adopta una configuración de doble red, focalizada en el problema

inverso. El campo de temperatura se representa con una red uθ(t̄, r̄, z̄) y la fuente con

una red independiente sϕ(t̄) que toma como entrada el tiempo escalar y devuelve la

potencia volumétrica generada. Ambas redes utilizan un embedding de Fourier seguido

de capas densas con activación tangente hiperbólica, y se optimizan simultáneamente

para satisfacer la PDE, las condiciones del problema y los datos experimentales en un

único proceso. Esta implementación retiene los componentes que resultaron decisivos

en la fase exploratoria, el embedding de Fourier y el entrenamiento causal descrito en

la Sección 3.4.4, y reemplaza el balanceo automático de pesos por un ajuste emṕırico

por experimento, según se justifica en la Sección 3.4.2.
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t̄, r̄ , z̄

Embedding de Fourier
γ(x) = [cos(Bx), sin(Bx)]

U = tanh(WU γ + bU)
V = tanh(WV γ + bV)

Perceptrón multicapa modificado

Z(k) = tanh(W(k) H(k) + b(k))
H(k+1) = (1 − Z(k)) ⊙ U + Z(k) ⊙ V

û = uθ(t̄, r̄ , z̄)

t̄

Embedding de Fourier
γ(t̄)

Capas densas (tanh)

ŝ = sφ(t̄)

Optimización conjunta
(PDE + condiciones + datos)

Red de temperatura uθRed de fuente sφ

H(1)

Figura 3.2: Arquitectura de la PINN con embedding de Fourier, perceptrón multicapa
modificado y, en el problema inverso, red de fuente sϕ(t̄) entrenada en conjunto con
la red de temperatura uθ. Fuente: Elaboración propia adaptado de (Wang, Teng &
Perdikaris, 2020).

3.4. Función de pérdida

La formulación de la función de pérdida difiere entre el problema directo y el inverso,

dado que cada uno impone restricciones distintas sobre las redes.
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3.4.1. Formulación del problema directo

Cuando Q̇(t) es conocida y se busca el campo de temperatura, la función de pérdida

combina los términos asociados a las restricciones f́ısicas que la solución debe cumplir:

L(θ) = λrLr(θ) + λicLic(θ) + λbcLbc(θ), (3.8)

donde Lr es el error cuadrático medio del residual de la PDE (3.2) evaluado en los puntos

de colocación interiores; Lic impone la condición inicial; y Lbc agrupa las condiciones de

borde sobre las superficies del caloŕımetro y la condición de simetŕıa axial. La condición

inicial puede imponerse de dos maneras. La primera es como término de penalización,

sumando a la pérdida un término que castiga la desviación de θ respecto del valor inicial

en t̄ = 0; en este caso la condición se satisface solo de forma aproximada, ya que compite

con los demás términos de la pérdida. La segunda, empleada cuando la temperatura

inicial adimensional es nula (θ0 = 0), la impone de forma exacta reparametrizando la

salida de la red como

θ(t̄, r̄, z̄) = t̄ Nθ(t̄, r̄, z̄), (3.9)

donde Nθ es la red sin restringir. Al evaluar en t̄ = 0, el factor t̄ anula la salida

con independencia de lo que prediga Nθ, de modo que θ(r̄, z̄, 0) = 0 se cumple por

construcción y el término de condición inicial desaparece de la función de pérdida. Esta

imposición exacta evita además la singularidad inicial, esto es, la tensión que se produce

en t̄ = 0 entre la condición inicial y las condiciones de borde, que coexisten en la misma

esquina del dominio espacio-temporal y, bajo la imposición blanda, generan gradientes

contrapuestos que dificultan la convergencia del transitorio.

3.4.2. Formulación del problema inverso

Cuando Q̇(t) es la incógnita, la información disponible incluye un conjunto de medi-

ciones de temperatura en puntos sensorizados del dominio. A diferencia de algunas

formulaciones que prescinden de las condiciones de borde y delegan toda la restricción

a los datos, en este trabajo la pérdida inversa conserva la estructura f́ısica completa y

añade el término de datos:
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L(θ, ϕ) = λdLd(θ) + λrLr(θ, ϕ) + λbcLbc(θ) + λicLic(θ), (3.10)

donde Ld es el error cuadrático medio entre la temperatura predicha por la red y

los datos en los nodos sensorizados; Lr es el residual de la PDE, que ahora depende

también de los parámetros ϕ de la red de fuente a través de S(t̄) = sϕ(t̄); Lbc agrupa las

condiciones de borde de Robin sobre la pared y las tapas, junto con la simetŕıa axial; y

Lic impone la condición inicial.

En esta configuración de doble red, el balance entre el término de datos y el término

f́ısico es particularmente sensible: si λd es bajo, la red puede satisfacer la PDE con una

fuente que no reproduce las mediciones; si es demasiado alto, la red ajusta los datos a

costa de la consistencia f́ısica. Por esta razón, y a diferencia de la fase exploratoria, en

la fase experimental los pesos de la pérdida no se actualizan de forma automática, sino

que se fijan y se ajustan emṕıricamente para cada experimento.

3.4.3. Balanceo de pesos basado en NTK

En la fase exploratoria, donde las magnitudes de los distintos términos de pérdida

pueden diferir en órdenes de magnitud, se utiliza un esquema de balanceo automático

basado en el Neural Tangent Kernel (NTK). Este método actualiza periódicamente los

pesos relativos de cada componente según las trazas de los kernels respectivos, de modo

que las distintas componentes converjan a tasas comparables (Wang, Yu & Perdikaris,

2022). Este balanceo automático se reemplaza por pesos fijos ajustados manualmente

en la fase experimental, por las razones expuestas en la Sección 3.4.2.

3.4.4. Entrenamiento causal en el tiempo

En ambas fases, el residual de la PDE se evalúa de manera temporalmente ordenada,

descomponiendo el dominio en bloques sucesivos en t̄ y ponderándolos de modo que la

red minimice primero el error en los tiempos tempranos antes de atender los tard́ıos

(Wang, Sankaran & Perdikaris, 2022). Esta estrategia respeta la naturaleza causal del

problema térmico y previene que la red converja a soluciones que cumplen el residual

en promedio pero violan la dirección temporal del fenómeno.
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3.5. Muestreo de puntos de colocación

3.5.1. Distribución espacial

La estrategia de muestreo considera tres tipos de puntos sobre el dominio computacio-

nal. Los puntos interiores se distribuyen en el plano (r̄, z̄) y se utilizan para evaluar el

residual de la ecuación de Fourier. Los puntos de frontera se ubican sobre las superficies

del caloŕımetro y permiten imponer las condiciones de borde, ya sea Dirichlet o Robin

según el experimento. Los puntos iniciales se sitúan en el plano t̄ = 0 y se emplean para

imponer la condición inicial sobre todo el dominio espacial.

La distribución de estos puntos no es uniforme. Se emplea un muestreo h́ıbrido que com-

bina una componente uniforme sobre todo el dominio con una concentración adicional

en las zonas cercanas a la pared lateral y a las tapas, donde se imponen las condiciones

de borde y donde los gradientes térmicos son más pronunciados. Esta concentración

local, implementada mediante perturbaciones gaussianas en torno a las superficies, me-

jora la representación del campo en las regiones de mayor variación sin incrementar de

manera innecesaria el número total de puntos.

3.5.2. Distribución temporal

En el dominio temporal, la densidad de puntos se concentra en los transitorios tempra-

nos del proceso, donde Q̇(t) es más activa y el campo de temperatura presenta mayor

variación. En la fase experimental, esta concentración se realiza mediante un muestreo

por importancia guiado por la magnitud de la tasa de variación temporal |∂T/∂t| de
los datos, combinado con una fracción uniforme que asegura cobertura de toda la cola

del proceso. Esta distribución es además compatible con la estructura de bloques cau-

sales descrita previamente, ya que asegura que los bloques iniciales, que la red debe

minimizar primero, dispongan de una cantidad suficiente de puntos para resolver con

precisión la dinámica del transitorio.
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Figura 3.3: Distribución espacial, radial y temporal de los puntos de colocación utiliza-
dos durante el entrenamiento. Fuente: elaboración propia.

3.6. Referencias de validación: FEM y solución anaĺıti-

ca

Para validar las predicciones de la PINN se emplean dos referencias independientes: una

simulación numérica por el método de elementos finitos y una solución anaĺıtica cerrada

de la ecuación de calor adimensional. Ambas ocupan el rol de referencia de validación del

problema directo indicado en la Figura 1.2, y su carácter complementario es deliberado:

el FEM es aplicable a todos los escenarios, incluidos aquellos sin solución cerrada,

mientras que la solución anaĺıtica, disponible en un subconjunto de casos, proporciona

un resultado exacto y libre de error de discretización contra el cual contrastar tanto al

FEM como a la red.

El método de elementos finitos (FEM) resuelve la ecuación de calor de forma numérica

discretizando el dominio de la probeta en una malla y aproximando el campo de tem-

peratura sobre ella. A diferencia de la solución anaĺıtica, no impone restricciones sobre

la forma de la fuente ni sobre el perfil de temperatura ambiente, por lo que constituye

la referencia disponible en todos los experimentos, en particular en aquellos con tem-

peratura ambiente variable en el tiempo, donde la solución anaĺıtica no es aplicable.

Las simulaciones empleadas en este trabajo se implementaron en OpenSees/STKO por

(Arrieta Costa, 2025) y el equipo de investigacion. Su limitación es el error de discre-

tización inherente al método, que depende del refinamiento de la malla, precisamente

este error es el que la solución anaĺıtica permite acotar.

La solución anaĺıtica se obtiene por separación de variables sobre el problema axisimétri-
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co con condiciones de borde de Robin. El campo de temperatura se expande en una

serie de autofunciones cuya parte radial corresponde a funciones de Bessel de primera

especie J0(βnr̄), donde los autovalores βn son las ráıces de la condición de Robin radial

βn J1(βn) = BiR J0(βn), y cuya parte axial corresponde a modos cosenoidales centrados

en la mitad de la altura, con autovalores γm dados por γm tan(γm/2) = BiH . La condi-

ción inicial y el aporte de la fuente S(t̄), supuesta uniforme en el espacio, se proyectan

sobre esta base; la evolución temporal de cada modo se resuelve mediante una inte-

gral de convolución de tipo Duhamel, con un decaimiento exponencial gobernado por

exp
[
− (FoR β

2
n +FoH γ

2
m) t̄

]
. La serie se trunca a un número finito de modos suficiente

para alcanzar la convergencia.

Esta solución anaĺıtica se deriva para el caso de temperatura ambiente constante en

la condición de Robin y, en consecuencia, se utiliza como referencia exacta en dichos

escenarios; en los experimentos con temperatura ambiente variable en el tiempo, la

referencia de validación es la simulación de elementos finitos. La derivación completa

de la solución se presenta en el Anexo B.

3.7. Implementación y entrenamiento

3.7.1. Adimensionalización y escalado

Como se describió en la Sección 3.1.2, el dominio temporal se adimensionaliza al in-

tervalo [0, 1] y la salida de la red (temperatura) se escala a valores de orden unitario.

Esto permite que la red opere con magnitudes comparables en todas sus entradas y

salidas, estabilizando los gradientes durante el entrenamiento. En la fase experimental,

el factor de escala de temperatura se adapta automáticamente al rango térmico ob-

servado en los datos de cada experimento. El horizonte temporal Tmax se fija en cada

experimento según la escala temporal de la fuente de referencia, lo que determina la

adimensionalización del tiempo.

3.7.2. Optimizador y schedule de learning rate

El entrenamiento se realiza con el optimizador Adam con un learning rate sujeto a

decaimiento exponencial. Esta configuración constituye la base del proyecto; para cada
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experimento, los hiperparámetros se ajustan según las caracteŕısticas del caso, y en al-

gunos experimentos se incorporan u omiten componentes espećıficos cuando el problema

lo justifica, lo que se documenta en cada caso.

3.7.3. Validación interna y criterio de parada

En la fase experimental, una fracción de los pares (sensor, tiempo) se aparta como

conjunto de validación temporal held-out, ajeno al entrenamiento, para estimar de ma-

nera honesta la capacidad de generalización de la red. Además, cuando el experimento

emplea menos que la totalidad de los nodos como sensores, los nodos no utilizados

constituyen un conjunto held-out espacial que permite evaluar si la red reconstruye

el campo de temperatura en puntos donde no dispuso de datos. Ambos conjuntos se

emplean como diagnóstico de sobreajuste en el Caṕıtulo 4.

El entrenamiento incorpora un criterio de parada temprana que detiene la optimización

cuando la pérdida de validación deja de mejorar, tras un periodo inicial de calentamiento

durante el cual no se selecciona ningún modelo, lo que evita la selección en las primeras

iteraciones del entrenamiento.

3.7.4. Hiperparámetros base

Los hiperparámetros configurados para cada experimento se resumen en la Tabla 3.1,

que incluye la profundidad y ancho de las redes, la escala del embedding de Fourier, el

número de bloques causales, los factores de escalado, el learning rate inicial y el número

de pasos de entrenamiento.
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Hiperparámetro Red de campo (temp.) Red de fuente (Q̇)

Capas ocultas 6 4
Neuronas por capa 256 64
Dimensión del embedding de Fourier 64 32
Escala del embedding de Fourier 1,0 5,0

Bloques causales 32
Learning rate inicial 5× 10−4

Decaimiento del learning rate exponencial (× 0,9 cada 8 000 pasos)
Pasos de entrenamiento 40 000
Escala temporal del campo (tscale) automática: min(max(2,6∆T, 5), 50)
Escala de la fuente (sscale) automática (estimada del dato)

Tabla 3.1: Resumen de los hiperparámetros base configurados para los experimentos.
Fuente: elaboración propia.

3.8. Validación y métricas de error

3.8.1. Referencias de validación

La validación se realiza por comparación contra dos referencias: las simulaciones de

elementos finitos implementadas en OpenSees/STKO (Arrieta Costa, 2025) y la solu-

ción anaĺıtica de la Sección 3.6. Para los casos directos bajo condición de Robin con

ambiente constante se compara nodo a nodo el campo TPINN contra ambas referencias;

los casos bajo condición de Dirichlet, para los que no aplica la solución anaĺıtica, se

contrastan únicamente contra el FEM. Para los casos inversos, además de la tempera-

tura, se compara la curva Q̇(t) recuperada por la red contra la curva de referencia usada

como ground truth. Estas referencias son las que aparecen como solución anaĺıtica y

FEM en la Figura 1.2, y permiten validar la PINN antes de aplicarla a la identificación

inversa de Q̇(t).

3.8.2. Métricas cuantitativas

La evaluación cuantitativa apunta a aspectos complementarios del desempeño de la red:

la exactitud del campo de temperatura predicho, la calidad de la fuente recuperada en

el problema inverso y el grado de cumplimiento f́ısico de la solución.

Error L2 relativo sobre el campo de temperatura. Definido como el RMSE
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del campo expresado como fracción del rango térmico de cada caso, RMSE/∆T

con ∆T el rango de temperatura observado, constituye la métrica global de exac-

titud. Al expresarse como fracción del rango térmico, permite contrastar directa-

mente experimentos con escalas distintas.

Error máximo puntual. Definido como maxi |TPINN(xi)−Tref(xi)|, complemen-

ta la métrica anterior identificando el peor desajuste local del campo, t́ıpicamente

cercano a la frontera o al transitorio inicial donde los gradientes son más pronun-

ciados.

Coeficiente de determinación R2. Se reporta tanto para el campo T como

para la fuente Q̇ y mide qué fracción de la varianza de la señal de referencia es

explicada por la predicción de la red. A diferencia del error L2, R2 es sensible a la

forma de la curva más que a su escala absoluta, por lo que resulta particularmente

informativo para verificar si la red ha capturado la morfoloǵıa de Q̇(t).

Error de enerǵıa. Evalúa espećıficamente la calidad de la fuente recuperada,

como la diferencia relativa entre la enerǵıa total liberada por la fuente predicha

y la de la fuente de referencia,
∣∣ ∫ Tmax

0
Q̇PINN dt −

∫ Tmax

0
Q̇ref dt

∣∣/ ∫ Tmax

0
Q̇ref dt. Es

relevante porque la enerǵıa total integrada se corresponde con el calor de hidra-

tación total liberado por la mezcla; una buena reconstrucción debe preservar este

valor aun cuando la curva instantánea presente desviaciones locales.

Error en el valor máximo de la fuente. Cuantifica la diferencia relativa entre

el pico de la fuente recuperada y el de la fuente de referencia, complementando el

error de enerǵıa con una medida sobre la amplitud máxima del fenómeno.

Residual de la PDE. Se evalúa sobre una grilla de validación independiente de

los puntos de entrenamiento. No compara contra una solución de referencia, sino

que mide directamente el grado en que la red satisface la ecuación de Fourier en

puntos no vistos durante la optimización, lo que permite detectar el sobreajuste

a los puntos de colocación.

Tiempo a solución. Tiempo de cómputo total del entrenamiento de cada expe-

rimento, medido en segundos sobre la GPU empleada. Aunque no constituye un
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error de aproximación, es la métrica determinante para justificar el uso de PINNs

en este problema: el costo de la identificación inversa debe ser competitivo frente

al de los métodos de referencia para que el enfoque resulte practicable. Se reporta

junto con el hardware utilizado, lo que permite contrastar el costo computacio-

nal contra el de la simulación de elementos finitos, ejecutada en CPU, teniendo

presente que la diferencia de plataforma (GPU frente a CPU) impide una compa-

ración directa y obliga a interpretar los tiempos como órdenes de magnitud antes

que como cifras estrictamente equiparables.

3.8.3. Diagnósticos de generalización y robustez

Además de las métricas de exactitud, se emplean diagnósticos que permiten distinguir

una reconstrucción genuina de un sobreajuste a los datos.

RMSE en nodos held-out y gap sensor/held-out. Cuando el experimento

usa menos que la totalidad de los nodos como sensores, se compara el RMSE en

los nodos sensorizados con el de los nodos no utilizados (held-out). Su cociente, el

gap sensor/held-out, crece por encima de la unidad cuando la red ajusta el ruido

en los sensores en lugar de reconstruir el campo.

Gap validación/entrenamiento. Razón entre el error sobre el conjunto de

validación temporal held-out y el de entrenamiento. Un valor cercano a uno indica

ausencia de sobreajuste temporal.

Fuga de ruido. Definida como el cociente entre el RMSE del campo y la des-

viación estándar del ruido inyectado, mide qué fracción del ruido la red ajusta en

lugar de rechazar. Su complemento expresa la capacidad de filtrado del residual

de la PDE.
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Caṕıtulo 4

Resultados y Análisis

Este caṕıtulo presenta y analiza los resultados obtenidos, organizados según las dos

fases de la investigación definidas en el Caṕıtulo 3. La fase exploratoria (Sección 4.2)

reúne la validación de la tecnoloǵıa sobre los subproblemas de complejidad creciente,

contrastando el campo de temperatura predicho por la PINN contra las simulaciones

de elementos finitos (FEM) de referencia. La fase experimental (Sección 4.3) presenta

la identificación inversa de la curva de generación de calor Q̇(t) bajo condición de

borde de Robin, y analiza el efecto de distintos factores controlados sobre la calidad

de la reconstrucción. Las métricas empleadas a lo largo del caṕıtulo se definieron en la

Sección 3.8.2.

La Figura 4.1 resume el conjunto completo de experimentos presentados en este caṕıtulo

y el orden en que se exponen. Dentro de la fase exploratoria, los tres hitos se recorren

de forma incremental: la validación del problema directo bajo condición de Dirichlet

(Sección 4.2.1), su contraparte bajo condición de Robin (Sección 4.2.2) y, finalmente,

la validación de la maquinaria de inversión sobre un caso controlado bajo Dirichlet

(Sección 4.2.3). En la fase experimental, todos los estudios comparten la configuración

objetivo, condición de Robin y problema inverso, y se organizan a partir de un caso

base de referencia (Sección 4.3.1) sobre el cual se evalúa, de forma aislada, el efecto de

la cobertura de sensores y el nivel de ruido (Sección 4.3.2), del perfil de temperatura

ambiente (Sección 4.3.3) y de la morfoloǵıa de la fuente (Sección 4.3.4), para concluir con

el estudio de ablación de arquitectura (Sección 4.3.5) y la evaluación de la red reducida

(Sección 4.3.7). El detalle numérico completo de las 111 corridas que componen la

campaña experimental se reporta en el Anexo D.2, Tabla D.10.
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Fase exploratoria
Sec. 4.2

4.2.1 Directo, Dirichlet
sin fuente / fuente gaussiana

4.2.2 Directo, Robin
sin fuente / fuente conocida vs.

solución analítica

4.2.3 Inverso, Dirichlet
(validación) fuente gaussiana

N = 12,6,4,3,1 sensores

vs. fuente real

Fase experimental
Sec. 4.3

(Robin, inverso)

4.3.1 Caso base
Gauss 1, ambiente cte.

9 sensores, sin ruido

4.3.2 Robustez
sensores × ruido (4×4)

Gauss 1 y rectangular

4.3.4 Morfología
Gauss 1, Gauss 2,

rectangular, Arrieta

4.3.3 Ambiente
constante vs. senoidal

±1/ ±2/±5◦C, fuente Arrieta

4.3.5 Ablación
profundidad / ancho /

densidad, fuente Arrieta

4.3.7 Red reducida
4 vs. 6 capas;

transferencia entre morfologías

1

2

Figura 4.1: Diagrama del plan de experimentos presentados en este caṕıtulo, organizado
según las dos fases de la investigación. La fase exploratoria 1 (Sección 4.2) recorre tres
hitos de validación incremental; la fase experimental 2 (Sección 4.3) parte de un caso
base bajo condición de Robin y evalúa de forma aislada el efecto de la cobertura de
sensores, el ruido, el perfil de temperatura ambiente, la morfoloǵıa de la fuente y la
arquitectura de la red. El detalle numérico completo de las 111 corridas se reporta en
el Anexo D.2, Tabla D.10. Fuente: elaboración propia.

4.1. Configuración de la evaluación

Los resultados se evalúan contra dos referencias. La primera son las simulaciones de

elementos finitos desarrolladas en OpenSees/STKO, facilitadas por el equipo de inves-

tigación, que se utilizan como referencia en ambas fases. La segunda es la solución

anaĺıtica por expansión en autofunciones, empleada únicamente en la fase experimental

como una tercera curva de comparación frente a FEM y PINN; esta solución es válida

solo para los casos con temperatura ambiente constante, dado que el método de au-

tofunciones no admite una temperatura exterior variable en el tiempo. La derivación

completa de la solución anaĺıtica se presenta en el Anexo B.

La fase experimental se compone de un conjunto de experimentos identificados con la

convención eN, donde N es el número de experimento. Cada experimento corresponde a
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una combinación espećıfica de perfil de fuente, perfil de temperatura ambiente, número

de sensores y nivel de ruido; el plan completo de experimentos se detalla en el Anexo D.

A lo largo de la Sección 4.3, los barridos sobre cada factor se interpretan respecto de

un caso base de referencia (Sección 4.3.1), de modo que el efecto de cada factor pueda

atribuirse de forma aislada.

4.2. Fase exploratoria

Esta fase reúne la validación incremental de la metodoloǵıa sobre los subproblemas de

complejidad creciente descritos en la Sección 3.2.1. Para cada hito se reporta la conver-

gencia del entrenamiento, la exactitud del campo de temperatura frente a la referencia

FEM y los hallazgos prácticos que surgieron, los cuales orientaron las decisiones de

diseño aplicadas en la fase experimental. En términos de la Figura 1.2, esta fase cubre

la rama del problema directo, donde la PINN se contrasta contra las referencias de

validación antes de abordar la identificación inversa.

4.2.1. Problema directo con condición de Dirichlet

El primer hito de la fase exploratoria valida la implementación base del esquema bajo

condición de borde de Dirichlet, en dos escenarios de complejidad creciente: un problema

de difusión pura, sin fuente interna, y un problema con una fuente gaussiana conocida.

En ambos casos las superficies del caloŕımetro se fijan a la temperatura ambiente Tenv =

20 ◦C y la probeta parte de T0 = 0 ◦C. La Tabla 4.1 resume las métricas agregadas frente

a la referencia FEM y la Figura 4.2 compara, en nodos representativos, la predicción

de la PINN con el FEM.
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Figura 4.2: Comparación de la temperatura predicha por la PINN (ĺınea) y la referencia
FEM (puntos) en nodos representativos, desde el eje hacia la pared. (Arriba) problema
de difusión pura sin fuente; (abajo) problema con fuente gaussiana conocida. Fuente:
elaboración propia.

Métrica Dirichlet, sin fuente Dirichlet, fuente gaussiana
L2 rel. [ %] 5.52 0.20
RMSE [◦C] 1.10 0.22
Máx. puntual [◦C] 14.30 0.85
R2 prom. 0.21 0.998
∆pico medio [◦C] 0.05 0.56

Tabla 4.1: Métricas del campo de temperatura para los casos directos con condición de
Dirichlet (PINN vs FEM). El error L2 relativo se calcula respecto del rango térmico de
cada caso.

En el caso de difusión pura, el campo predicho reproduce correctamente la forma global

del calentamiento y su valor asintótico: el error medio en el valor máximo es de apenas

0,05 ◦C y el RMSE global es de 1,10 ◦C, equivalente a un 5,52% del rango térmico. No

obstante, el coeficiente de determinación promedio es bajo (R2 ≈ 0,21) y llega a ser

negativo en los nodos cercanos a la pared. Dos factores explican este contraste. Primero,

el error se concentra fuertemente en la región próxima a la pared: el RMSE promedio

crece desde 0,55 ◦C en el centro hasta 1,39 ◦C en la pared, donde el calentamiento
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impuesto por la condición de borde es prácticamente instantáneo y la red, en su versión

más simple, suaviza ese frente abrupto. Segundo, el R2 es una métrica severa en este

escenario: como la señal de referencia satura rápidamente a un valor casi constante de

20 ◦C, su varianza es pequeña y un desfase menor en el frente inicial basta para producir

valores negativos, aun cuando el error absoluto sea moderado. En conjunto, este caso

valida cualitativamente el esquema base, la imposición de la condición inicial, de la

condición de borde y la dinámica difusiva, que era el objetivo de este primer hito.

Al incorporar una fuente gaussiana conocida, el desempeño mejora de forma marcada.

El transitorio deja de estar dominado por un frente de borde abrupto y pasa a tener

forma de campana, con un máximo cercano a los 107 ◦C en el eje. En este escenario

la red captura la curva completa, ascenso, pico y decaimiento, con alta fidelidad: el

RMSE global es de 0,22 ◦C (0,20% del rango térmico) y el R2 promedio alcanza 0,998.

Se observa una leve sobreestimación sistemática del pico (del orden de 0,56 ◦C, menos

del 0,8% del valor máximo), consistente con un sesgo positivo pequeño en la distribución

del error. A diferencia del caso anterior, el error se distribuye de manera relativamente

uniforme y es incluso menor en la pared. Este resultado valida la capacidad de la red

para representar el efecto de un término de generación interno activo, que es el modo

de uso relevante para el problema objetivo.

La lectura conjunta de ambos casos es la que orienta el resto del trabajo: el régimen

f́ısicamente relevante, un transitorio suave inducido por una fuente, análogo al calor de

hidratación, se reproduce con exactitud, mientras que la única dificultad observada, un

frente de borde casi instantáneo en ausencia de fuente, corresponde a un régimen menos

representativo y penalizado por la métrica. Validado el esquema base bajo Dirichlet, la

metodoloǵıa se traslada a la condición de borde de Robin en la Sección 4.2.2.

4.2.2. Problema directo con condición de Robin

El segundo hito reproduce la progresión anterior, ahora bajo la condición de borde de

Robin, que modela el intercambio convectivo −k∇T · n = β (T − Tenv) y constituye el

comportamiento f́ısicamente realista del caloŕımetro. Se consideran de nuevo dos casos:

un problema sin fuente interna, en el que la probeta parte de 0 ◦C y se equilibra con el

ambiente, y un problema con una fuente conocida bajo ambiente constante a 20 ◦C. En

esta subsección la referencia de validación es la solución anaĺıtica exacta descrita en la
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Sección 3.6, que al prescindir de la malla evita el error de discretización. La Tabla 4.2

resume las métricas y la Figura 4.3 compara, en nodos representativos, la predicción de

la PINN con la solución anaĺıtica.
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Figura 4.3: Comparación de la temperatura predicha por la PINN (ĺınea discontinua)
y la solución anaĺıtica (ĺınea continua) en nodos representativos, desde el eje hacia la
pared. (Arriba) problema sin fuente, con equilibración convectiva hacia el ambiente;
(abajo) problema con fuente conocida bajo ambiente constante. Fuente: elaboración
propia.

Métrica Robin, sin fuente Robin, con fuente
L2 rel. [ %] 1.08 0.04
RMSE [◦C] 0.215 0.008
Máx. puntual [◦C] 0.37 0.027
R2 prom. 0.998 1.000
∆pico medio [◦C] 0.27 0.009

Tabla 4.2: Métricas del campo de temperatura para los casos directos con condición de
Robin (PINN vs solución anaĺıtica). El error L2 relativo se calcula respecto del rango
térmico de cada caso.

En el caso sin fuente, la red reproduce con alta fidelidad la equilibración convectiva de

la probeta hacia el ambiente: el RMSE global es de 0,215 ◦C (1,08% del rango térmico)

y el R2 promedio alcanza 0,998. A diferencia de lo observado bajo Dirichlet, el error
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es prácticamente uniforme en todo el dominio: el RMSE vaŕıa solo entre 0,214 ◦C en el

centro y 0,216 ◦C en la pared, sin la concentración cercana a la frontera que penalizaba el

caso anterior. Este contraste tiene una explicación f́ısica: la condición de Robin produce

un calentamiento gradual y suave, con una constante de tiempo del orden de 2,1×104 s,

en lugar del frente casi instantáneo que impońıa la condición de Dirichlet, de modo

que la red no debe resolver ningún gradiente abrupto. En consecuencia, la condición

de borde f́ısicamente realista resulta, en este escenario, más sencilla de capturar que

la idealización de Dirichlet. La única desviación apreciable es una leve subestimación

uniforme del valor de equilibrio (del orden de 0,27 ◦C, con la red estabilizándose en torno

a 19,6 ◦C frente a los 19,9 ◦C de la referencia). El comportamiento dinámico también se

recupera: la constante de tiempo efectiva ajustada en el centro es de 21 789 s para la

PINN frente a 21 279 s de la solución anaĺıtica, una diferencia del orden del 2%, lo que

confirma que la red captura la velocidad del transitorio y no solo su valor final.

Al incorporar una fuente conocida bajo ambiente constante, la concordancia es prácti-

camente exacta. El transitorio en forma de campana, con un máximo cercano a los

39 ◦C, se reproduce con un RMSE global de 0,008 ◦C (0,04% del rango térmico), un R2

promedio de 0,99999 y un error medio en el pico de apenas 0,009 ◦C. La distribución

espacial del error es nuevamente uniforme. Este resultado representa el mejor acuerdo

de toda la fase exploratoria y valida tanto la imposición estable de la condición de

Robin como la representación del efecto de una fuente activa bajo dicha condición.

En conjunto, este segundo hito confirma que la condición de borde convectiva se im-

pone de forma estable en ambos reǵımenes, la equilibración lenta con el ambiente y el

transitorio inducido por una fuente, y que el acople adicional entre la solución interior

y el flujo en el borde no compromete la convergencia. Validada la formulación directa

bajo Robin, la metodoloǵıa cuenta con todos los ingredientes del problema objetivo y

puede abordar la inversión, que se valida en la Sección 4.2.3.

4.2.3. Problema inverso de validación

El último hito de la fase exploratoria valida la maquinaria de inversión completa antes

de aplicarla al problema objetivo. La inversión se realiza aqúı bajo condición de Dirichlet

de forma deliberada: ello permite aislar las dificultades propias del problema inverso,

la identificabilidad de la fuente y el balance entre los términos de datos y de f́ısica,
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sin acoplarlas a la condición de borde convectiva, cuyo tratamiento ya quedó validado

en la Sección 4.2.2. El problema inverso bajo Robin, que combina ambos elementos,

constituye precisamente el objeto de la fase experimental (Sección 4.3).

El experimento emplea una fuente gaussiana conocida como ground truth. Es importan-

te subrayar que esta fuente nunca aparece en la función de pérdida: la red solo dispone

de las mediciones de temperatura en un conjunto de nodos sensorizados, y la curva

de fuente se reconstruye de forma indirecta a partir de ellas. La fuente de referencia

funciona, por tanto, como un objetivo ciego que solo se utiliza a posteriori para evaluar

la calidad de la reconstrucción. Para caracterizar la robustez de la inversión se repite el

experimento reduciendo progresivamente el número de sensores (N = 12, 6, 4, 3, 1); la

Tabla 4.3 resume los resultados.

N sensores 12 6 4 3 1

R2(Q̇) 0.9997 0.9998 0.9994 0.9995 0.7506
Err. enerǵıa [%] 1.78 0.92 0.10 1.18 41.20
Err. pico [%] 1.48 0.60 1.45 1.19 46.00
RMSE sensores [◦C] 0.022 0.024 0.022 0.032 0.024
RMSE held-out [◦C] – 0.494 0.486 0.385 8.543

Tabla 4.3: Identificación inversa de la fuente bajo Dirichlet en función del número de
sensores. La fila held-out reporta el RMSE en los nodos no utilizados como datos de
entrenamiento; el śımbolo – indica que no hay nodos held-out porque la totalidad de
ellos se usó como sensores.
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Figura 4.5: Fuente recuperada por la PINN (ĺınea) frente a la fuente de referencia (som-
breado). (Izquierda) caso identificable N = 12, con la curva reconstruida prácticamente
superpuesta a la real; (derecha) caso N = 1, en el que la fuente subestima la amplitud
por falta de información. Fuente: elaboración propia.

En el rango de N = 12 a N = 3, la fuente reconstruida reproduce la curva de referencia

con un R2 que se mantiene en una meseta entre 0,9994 y 0,9998 (Figura 4.4, izquierda),

con errores de enerǵıa total y de valor máximo del orden del 1%. Las curvas recupera-

das para los distintos números de sensores son prácticamente indistinguibles entre śı.

Este comportamiento es relevante de cara a una posible sospecha de sobreajuste: si la

inversión estuviese sobreajustando los datos, reducir el número de sensores, es decir, la

cantidad de información disponible, degradaŕıa progresivamente la reconstrucción del

objetivo ciego. Lo que se observa, en cambio, es una meseta seguida de un precipicio:

la calidad se conserva intacta al reducir los sensores hasta N = 3 y solo se desploma

en N = 1. Esta forma, meseta y luego cáıda abrupta, es la firma de un umbral de

identificabilidad, por debajo de cierta información mı́nima el problema deja de estar

determinado, y no la de una degradación gradual por sobreajuste.

La segunda red, la del campo de temperatura, podŕıa en principio limitarse a memorizar

los valores medidos en los sensores sin reconstruir el campo en el resto del dominio. Para

descartarlo se compara el error en los nodos sensorizados con el error en los nodos held-

out, que nunca intervinieron en el entrenamiento. En el rango identificable (N = 6, 4, 3),

el RMSE en los nodos held-out se mantiene por debajo de 0,5 ◦C, esto es, menos del

0,5% del rango térmico de referencia (107,5 ◦C). Es cierto que el cociente entre el error

en held-out y en sensores es elevado (del orden de 20 veces), pero ese cociente solo

refleja que la red ajusta los sensores con un detalle mayor; lo determinante es que el
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error absoluto en los nodos no vistos es pequeño, lo que indica que la red reconstruye

el campo en lugar de memorizar puntos aislados. Esta conclusión se refuerza con el

residual de la ecuación evaluado sobre una grilla fresca, independiente de los puntos

de entrenamiento, que se mantiene bajo y uniforme (RMS entre 0,22 y 0,36): la red

satisface la f́ısica también alĺı donde nunca tuvo datos.

El caso de un único sensor se aparta ńıtidamente del resto: el R2 de la fuente cae a 0,75,

la enerǵıa total se subestima en un 41% y el valor máximo en un 46% (Figura 4.5,

derecha), y el campo en los nodos held-out se reconstruye a aproximadamente la mitad

de la amplitud real. Conviene precisar por qué esto no contradice el argumento anterior.

La red sigue ajustando su único sensor con un RMSE pequeño (0,024 ◦C); lo que falla

es todo lo demás. Esa combinación, ajuste correcto del dato disponible junto con un

colapso simultáneo de la fuente y del campo, es caracteŕıstica de un problema sub-

determinado: con una sola medición, situada además en un nodo de baja amplitud,

la información es insuficiente para fijar de manera uńıvoca la amplitud de la fuente,

de modo que la red converge a una solución consistente con el dato pero distinta de

la real. Se trata de una limitación de identificabilidad, por falta de datos, y no de un

sobreajuste en el sentido de memorizar la información disponible a costa de la capacidad

de generalizar.

En conjunto, el experimento valida la inversión en sus dos componentes: la fuente se

recupera de manera robusta y sin sobreajuste mientras el problema esté determinado,

y el campo de temperatura generaliza a nodos no vistos satisfaciendo la ecuación en

todo el dominio. El único ĺımite observado es de naturaleza f́ısica, la sub-determinación

cuando la cobertura de sensores es insuficiente, y no un defecto del método. Con esto

concluye la validación exploratoria, cuyos hallazgos se sintetizan en la Sección 4.2.4

antes de abordar la fase experimental.

4.2.4. Śıntesis de la fase exploratoria

La fase exploratoria recorrió de forma incremental los tres hitos que componen el pro-

blema objetivo: la imposición de la condición de borde (Dirichlet en la Sección 4.2.1

y Robin en la Sección 4.2.2), la representación del transitorio inducido por una fuente

activa y, finalmente, la identificación inversa de esa fuente a partir de mediciones (Sec-

ción 4.2.3). El balance del recorrido es favorable: en el régimen f́ısicamente relevante,
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esto es, un transitorio suave gobernado por una fuente interna bajo intercambio con-

vectivo, la metodoloǵıa reproduce el campo de temperatura con errores muy por debajo

del 1% del rango térmico y recupera la fuente con un R2 por encima de 0,999 siempre

que la cobertura de sensores supere el umbral de identificabilidad.

Dos resultados son particularmente relevantes para la fase siguiente. Primero, la con-

dición de Robin, que es la f́ısicamente realista, no solo se impone de forma estable,

sino que resultó más sencilla de capturar que la idealización de Dirichlet, al sustituir

el frente de borde casi instantáneo por un calentamiento gradual sin gradientes abrup-

tos (Sección 4.2.2). La única dificultad observada en toda la fase, el suavizado de un

frente instantáneo en ausencia de fuente bajo Dirichlet, corresponde a un régimen que

no aparece en el problema objetivo, por lo que no condiciona la fase experimental. Se-

gundo, la validación inversa (Sección 4.2.3) mostró que la recuperación de la fuente es

robusta y no obedece a un sobreajuste: la calidad se mantiene en una meseta al reducir

los sensores y solo colapsa cuando el problema queda sub-determinado, mientras que

el campo de temperatura generaliza a nodos no vistos satisfaciendo la ecuación sobre

grillas independientes de los puntos de entrenamiento.

Estos hallazgos confirman que los ingredientes metodológicos empleados, esto es, el em-

bedding de caracteŕısticas de Fourier, el entrenamiento causal en el tiempo y la configu-

ración de doble red para el problema inverso, bastan para resolver de forma estable, por

separado, cada una de las dificultades del problema objetivo. Asimismo, el esquema de

validación held-out, ejercitado en la Sección 4.2.3, se adopta como diagnóstico estándar

de generalización en la fase experimental, donde permite distinguir una reconstrucción

genuina de una mera memorización de los sensores.

Con esto, cada componente del problema objetivo, la imposición de la condición de

Robin y la maquinaria de inversión, ha sido validado de manera aislada contra una

referencia exacta o de elementos finitos, pero nunca en conjunto. La fase experimental

aborda precisamente esa combinación, el problema inverso bajo condición de Robin,

sobre la que descansan las conclusiones del trabajo. Habiendo verificado que ninguna

de las dos dificultades, por separado, compromete la convergencia, esta validación previa

permite atribuir cualquier degradación observada en la fase experimental a los factores

controlados que se barren (la morfoloǵıa de la fuente, el perfil de temperatura ambiente,

la cobertura de sensores y el nivel de ruido) y no a un fallo de base de la metodoloǵıa, lo
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que habilita avanzar hacia la identificación inversa bajo Robin sobre una base confiable.

4.3. Fase experimental: identificación inversa bajo

Robin

Esta sección presenta los resultados de la identificación inversa de Q̇(t) bajo condición

de Robin. Aqúı se aborda el objetivo central señalado en la Figura 1.2: la recuperación

de la fuente Q̇(t) a partir de los datos de los sensores bajo condición de borde de

Robin, esto es, el caso real del problema inverso. Se parte de un caso base de referencia

(Sección 4.3.1) y, a continuación, se estudia el efecto de la morfoloǵıa de la fuente

(Sección 4.3.4), la robustez conjunta frente a la cobertura de sensores y al nivel de

ruido (Sección 4.3.2) y el perfil de temperatura ambiente (Sección 4.3.3). Finalmente,

la Sección 4.3.5 examina la dificultad asociada a la escala temporal de la curva de

Arrieta y los ajustes de muestreo y arquitectura que motivó, identificada como una

limitación del enfoque. En cada experimento el resultado central es la curva de fuente

recuperada.

4.3.1. Caso base de referencia

El caso base de referencia corresponde a la configuración más favorable del problema in-

verso bajo Robin. Se define por la combinación de una fuente gaussiana suave (Gauss 1),

temperatura ambiente constante a 20 ◦C, cobertura máxima de sensores (nueve nodos,

configuración A, distribuidos desde el eje hacia la pared según la Figura 4.6) y ausen-

cia de ruido en las mediciones. La elección es deliberada: reúne la mayor cantidad de

información disponible, los nueve nodos sensorizados, sobre datos limpios y la morfo-

loǵıa de fuente más sencilla, de modo que áısla el problema inverso bajo Robin en su

forma más tratable. Sirve, por tanto, como techo de desempeño del método y como

referencia respecto de la cual se interpreta, de forma aislada, la degradación que intro-

duce cada factor en los barridos siguientes: la morfoloǵıa de la fuente (Sección 4.3.4),

la cobertura de sensores y el ruido (Sección 4.3.2) y el perfil de temperatura ambiente

(Sección 4.3.3). Al tratarse además de un ambiente constante, dispone de las tres re-

ferencias de comparación (FEM, solución anaĺıtica y PINN). La Tabla 4.4 resume sus
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métricas.

Figura 4.6: Disposición de los nueve nodos sensorizados (configuración A) sobre el plano
axisimétrico (r, z) de la probeta, con la condición de Robin impuesta sobre pared y tapas
y la simetŕıa en el eje. Fuente: elaboración propia.
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Métrica Campo T [◦C] Fuente Q̇(t) [u. ref.]
R2 1,0000 0,99999
RMSE 0,0035 0,042
Máx. puntual 0,016 0,307
Error enerǵıa [%] – 0,11
Error pico [%] – 0,46

Tabla 4.4: Métricas del caso base de referencia (Gauss 1, ambiente constante, nueve
sensores, sin ruido). El campo de temperatura se compara contra el FEM y la fuente
recuperada contra la curva de referencia. El RMSE y el máximo puntual del campo
están en ◦C; los de la fuente, en unidades de la curva de referencia.

El campo de temperatura se recupera de forma esencialmente exacta. El error global

de la PINN frente al FEM es de 0,0035 ◦C de RMSE, con R2 = 1,0000 y un error

máximo puntual de 0,016 ◦C sobre todo el dominio espacio-temporal. El error es además

uniforme entre nodos: el RMSE por nodo se mantiene entre 0,003 y 0,004 ◦C desde el

eje hasta la pared, sin la concentración cercana a la frontera, en ĺınea con lo observado

para la condición de Robin en la fase exploratoria (Sección 4.2.2). Como referencia de

escala, el propio FEM se aparta de la solución anaĺıtica en 0,0015 ◦C, que es su error

de discretización, y la PINN reproduce esa misma solución anaĺıtica con un RMSE de

0,0037 ◦C, esto es, ajusta la solución exacta con una fidelidad del mismo orden que el

FEM.

La fuente recuperada, que constituye el resultado central del experimento, reproduce la

curva de referencia con la misma fidelidad (Figura 4.7). El coeficiente de determinación

es R2 = 0,99999 y los dos descriptores f́ısicos de la curva se recuperan con holgura

por debajo del 1%: la enerǵıa total liberada, que corresponde al calor de hidratación

integrado, presenta un error del 0,11% (49 998 frente a 50 053 en unidades de la fuente de

referencia), y el valor de pico un error del 0,46% (66,46 frente a 66,15). El residual entre

la curva recuperada y la real es pequeño y carece de sesgo apreciable. Este resultado

establece que, en condiciones ideales, la identificación inversa bajo Robin recupera tanto

la forma como las magnitudes integrales de la fuente con un error inferior al medio por

ciento.
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Figura 4.7: Curva de generación de calor recuperada por la PINN (ĺınea discontinua)
frente a la fuente de referencia (sombreado) para el caso base, con el residual en el panel
inferior. Fuente: elaboración propia.

Los diagnósticos de generalización confirman que este desempeño no proviene de un

sobreajuste. La razón entre el error de validación y el de entrenamiento es de 1,05, y

el término de datos alcanza un valor final del orden de 5× 10−9. Dado que la configu-

ración A emplea los nueve nodos como sensores, no existen nodos espaciales held-out;

la validación se realiza sobre un conjunto temporal independiente (n = 1351), cuyo

RMSE (0,0036 ◦C) coincide con el de entrenamiento (0,0035 ◦C). El criterio de parada

temprana detuvo la optimización en el paso 33 500, tras alcanzar la mejor validación

en el paso 26 000, punto en el cual la fuente ya hab́ıa convergido y conserva un R2

de 0,99999 tanto en el modelo seleccionado como al final del entrenamiento (Ver figu-

ra 4.8). Conviene anticipar, no obstante, que la convergencia de la fuente es oscilatoria a

lo largo del entrenamiento, un comportamiento que en el caso base no afecta al modelo

entregado, pero que se vuelve determinante en los reǵımenes más exigentes analizados

más adelante (Secciones 4.3.2 y 4.3.5).

El valor R2 = 0,99999 de la fuente podŕıa, a primera vista, sugerir un sobreajuste.
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Conviene descartarlo de forma expĺıcita en este caso base, porque el argumento se

traslada al resto de la tesis: si la configuración con mayor información y datos limpios

no sobreajusta, ninguna configuración con menos información lo hará por una razón

distinta de su propio ĺımite de identificabilidad. El sobreajuste puede manifestarse por

tres v́ıas, y las tres quedan cerradas.

La primera es la memorización de la fuente. No es posible: Q̇(t) nunca aparece en la

función de pérdida (Caṕıtulo 3), sino que se reconstruye de forma indirecta a partir de

las mediciones de temperatura. Un R2 alto sobre una cantidad que la red nunca observa

no puede provenir de memorizarla, sino de que la f́ısica, a través del residual de la PDE,

restringe la solución hasta hacerla identificable.

La segunda es la memorización de los nodos sensorizados por parte del campo de tem-

peratura. Para descartarla se reentrena el mismo caso reduciendo la cobertura a 4,

3 y 1 sensores, de modo que los nodos no utilizados queden como held-out, es decir,

nunca vistos por el término de datos. Esta reducción se emplea aqúı únicamente como

diagnóstico de generalización; el barrido completo de sensores y ruido se analiza en la

Sección 4.3.2. La Tabla 4.5 resume el resultado: al retirar sensores, el RMSE en los

nodos held-out se mantiene en el orden de 0,005 a 0,007 ◦C, con R2 = 1,0000 en todos

ellos. El caso extremo es concluyente: entrenada con un único sensor, la red reconstruye

la temperatura en los ocho nodos restantes con un RMSE de 0,005 ◦C (Figura 4.9). Una

reconstrucción de esa exactitud sobre puntos sin datos es incompatible con la memori-

zación, que dejaŕıa el resto del dominio sin restringir; solo es posible porque el residual

de la PDE impone un campo globalmente consistente. Es la f́ısica, y no el ajuste a los

datos, la que sostiene la solución.

La tercera es el sobreajuste temporal. La razón entre el error de validación y el de

entrenamiento, medida sobre un conjunto temporal held-out, se mantiene entre 1,05

y 1,15 en las cuatro configuraciones, y la pérdida de validación no diverge durante el

entrenamiento. El criterio de parada temprana selecciona el modelo en el mı́nimo de

validación; en el caso de un único sensor, donde la fuente presenta una leve deriva tard́ıa

(su R2 pasa de 0,99997 en el modelo seleccionado a 0,996 al final del entrenamiento), es

precisamente esa selección la que entrega el modelo convergido y descarta el degradado.
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Figura 4.8: Convergencia de la fuente para el caso base (Gauss 1, ambiente constante,
nueve sensores, sin ruido). En azul, el RMSE de la fuente recuperada (eje izquierdo)
frente al paso de optimización; en magenta, la pérdida de validación sobre datos held-
out (eje derecho). Las ĺıneas verticales marcan el paso de mejor validación (26 000) y
el de parada temprana (33 500). Fuente: elaboración propia.

En conjunto, las tres v́ıas quedan cerradas: la fuente no se memoriza porque no está

en la pérdida, el campo generaliza a nodos no vistos incluso con un solo sensor, y la

validación temporal no se degrada. El R2 cercano a la unidad refleja, por tanto, un

problema bien planteado y bien resuelto en condiciones ideales, y no un artefacto de

sobreajuste. Establecido esto en el caso de máxima información, las configuraciones

más exigentes de las secciones siguientes se interpretan ya sin esta sospecha: cuando la

reconstrucción se degrada, como en el ĺımite de un sensor con ruido alto (Sección 4.3.2),

la causa es la pérdida de identificabilidad o el ajuste del ruido, no la memorización de

los datos.
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Config. (sensores) A (9) B (4) C (3) D (1)
RMSE sensores [◦C] 0,0035 0,0036 0,0041 0,0025
RMSE held-out [◦C] – 0,0060 0,0066 0,0053
gap val/train 1,05 1,15 1,13 1,13

R2(Q̇) 0,99999 0,99995 0,99996 0,99997
Error enerǵıa [%] 0,11 0,04 0,09 0,12

Tabla 4.5: Diagnóstico de generalización del caso base (sin ruido) al reducir la cobertura
de sensores. El RMSE en held-out es el error en los nodos no usados como datos; el
śımbolo – indica que la configuración A emplea los nueve nodos y no deja nodos held-
out. La calidad de la fuente recuperada se mantiene aun reduciendo la información a
un único sensor.
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Figura 4.9: Campo de temperatura (FEM, solución anaĺıtica y PINN) en los nueve
nodos para el caso base entrenado con un único sensor (nodo 943). La PINN reproduce
la temperatura también en los ocho nodos held-out, lo que evidencia reconstrucción del
campo y no memorización de los datos. Fuente: elaboración propia.
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4.3.2. Robustez frente a la cobertura de sensores y al nivel de

ruido

Esta sección caracteriza la respuesta del método a las dos fuentes de degradación propias

de un ensayo real, estudiadas de forma conjunta: la cobertura de sensores (9, 4, 3 y 1

nodos) y el nivel de ruido en las mediciones (σ = 0, 0,5, 1 y 2 ◦C). El análisis se construye

principalmente sobre la fuente Gauss 1, que al recuperarse de forma casi exacta en el

caso base permite aislar el efecto de ambos factores de la dificultad de la morfoloǵıa, y

se contrasta luego con el pulso rectangular. Cada fuente se barre sobre la grilla completa

de 4× 4 combinaciones.

La Tabla 4.6 muestra el coeficiente de determinación de la fuente recuperada para Gauss

1 sobre la grilla. Con datos limpios, la calidad se mantiene en una meseta de R2 ≈ 0,9999

al reducir la cobertura de nueve a un único sensor, sin el colapso que se hab́ıa observado

en la validación inversa bajo Dirichlet (Sección 4.2.3). Bajo la condición de Robin, por

tanto, un solo sensor limpio basta para identificar la fuente. El ruido śı degrada el

ajuste: a nueve sensores, el R2 desciende de 0,99999 a 0,99032 al pasar σ de 0 a 2 ◦C, y

la degradación se compone con la pérdida de sensores. El colapso aparece únicamente

en la esquina más exigente, un sensor con σ = 2 ◦C, donde el R2 cae a 0,913. La grilla

presenta, en consecuencia, una amplia meseta de buen desempeño y una única esquina

de falla.

Sensores σ = 0 σ = 0,5 σ = 1 σ = 2
9 0,99999 0,99926 0,99789 0,99032
4 0,99995 0,99808 0,99281 0,94234
3 0,99996 0,99867 0,99492 0,94172
1 0,99997 0,99606 0,99050 0,91316

Tabla 4.6: Coeficiente de determinación R2(Q̇) de la fuente recuperada (Gauss 1) en la
grilla cobertura de sensores × nivel de ruido. La calidad se conserva en una meseta y
solo colapsa en la esquina de un sensor con ruido alto.
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Figura 4.10: RMSE de la fuente recuperada (Gauss 1) sobre la grilla cobertura de
sensores × nivel de ruido, en unidades de la curva de referencia. El error crece de forma
suave con el ruido y con la reducción de sensores, en ĺınea con la meseta del R2 de la
Tabla 4.6. Fuente: elaboración propia.

La enerǵıa total liberada, que corresponde al calor de hidratación integrado, presenta

un comportamiento notablemente más robusto (Tabla 4.7). Su error se mantiene por

debajo del 5% en toda la grilla, con un máximo de 4,54%. El caso ĺımite es ilustrativo:

en la esquina de un sensor con σ = 2 ◦C, donde el R2 colapsa a 0,913 y el error de pico

se dispara al 45%, la enerǵıa se recupera con un error de apenas 0,39%. La razón es

que la enerǵıa es una magnitud integral: las desviaciones locales de la curva instantánea

se promedian al integrar, de modo que el calor total liberado se conserva aun cuando

la forma instantánea esté mal ajustada. El error de pico, en cambio, es el descriptor

más frágil, pues mide el ajuste en un único instante: a nueve sensores crece de forma

moderada con el ruido (de 0,46 a 3,26%), pero en la esquina de un sensor con ruido

máximo alcanza el 45% (Figura 4.11).
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Sensores σ = 0 σ = 0,5 σ = 1 σ = 2
9 0,11 0,21 0,03 0,97
4 0,04 0,45 0,29 0,82
3 0,09 1,53 2,28 4,54
1 0,12 0,79 0,57 0,39

Tabla 4.7: Error de enerǵıa de la fuente recuperada [%] (Gauss 1) en la grilla cobertura
de sensores × nivel de ruido. El error permanece acotado por debajo del 5% en todas
las combinaciones.
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Figura 4.11: Error de pico de la fuente recuperada [%] (Gauss 1) sobre la grilla cobertura
de sensores× nivel de ruido. El deterioro se concentra en la fila de un sensor y la columna
de ruido máximo, donde el descriptor más frágil alcanza el 45%. Fuente: elaboración
propia.

El término f́ısico de la pérdida confiere a la red una capacidad de filtrado del ruido.

La fuga de ruido, definida como el cociente entre el RMSE del campo y la desviación

estándar del ruido inyectado, se mantiene entre 0,11 y 0,21 con cobertura adecuada, lo

que equivale a que la red rechaza entre el 79 y el 89% del ruido en lugar de ajustarlo

(Figura 4.12). El residual de la PDE actúa aśı como un regularizador: la solución debe

satisfacer la ecuación de calor, lo que le impide seguir las fluctuaciones aleatorias de

las mediciones. El rechazo se mantiene estable a través de la grilla y disminuye solo

de forma leve al nivel de ruido más alto, sin una dependencia clara de la cobertura de

sensores.
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Figura 4.12: Fuga de ruido (Gauss 1), definida como el cociente entre el RMSE del
campo y la desviación estándar del ruido inyectado, sobre la grilla cobertura de sensores
× nivel de ruido (se omite la columna σ = 0). Valores bajos indican un mayor rechazo
del ruido por el término f́ısico de la pérdida. Fuente: elaboración propia.

Este comportamiento es coherente con la ausencia de sobreajuste establecida en el caso

base (Sección 4.3.1). Con datos limpios, la razón entre el error en nodos sensorizados y

en nodos held-out se mantiene por debajo de la unidad en toda la grilla, sin indicio de

memorización. Al aumentar el ruido y reducir los sensores, esa razón supera el umbral

de 1,3 y llega a valores del orden de 2 en las celdas más degradadas, lo que indica que la

red comienza a ajustar el ruido en los sensores. Conviene precisar la lectura: no se trata

de un defecto del método, sino del diagnóstico funcionando como se espera, detectando

el ajuste al ruido cuando la información es escasa y ruidosa; el efecto está acotado

y, como muestra la robustez de la enerǵıa, no compromete la magnitud f́ısicamente

decisiva. El RMSE del campo de temperatura (Figura 4.13) resume esta degradación:

permanece bajo en casi toda la grilla y solo crece de forma apreciable en la columna de

ruido máximo.
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Figura 4.13: RMSE del campo de temperatura (PINN vs FEM, Gauss 1) sobre la grilla
cobertura de sensores × nivel de ruido. El error del campo se mantiene bajo y crece
de forma suave con el ruido, sin el colapso que afecta a los descriptores puntuales de la
fuente. Fuente: elaboración propia.

El pulso rectangular ofrece un contraste revelador. Su coeficiente de determinación está

topado en torno a 0,97 por el error en los flancos discontinuos (Sección 4.3.4), y en

consecuencia permanece casi plano en toda la grilla, entre 0,960 y 0,988, prácticamente

insensible a la cobertura de sensores y al ruido. La degradación de las mediciones queda

enmascarada porque es la morfoloǵıa, y no la información disponible, la que fija el

techo de la métrica. Sus magnitudes f́ısicas, en cambio, se conservan robustas en toda

la grilla: el error de enerǵıa se mantiene entre 0,43 y 3,32% y el de pico entre 0,01

y 4,01% (Figura 4.14). Como salvedad metodológica, en once de las dieciséis corridas

rectangulares la selección por validación se gatilló antes de que la fuente terminara de

converger, śıntoma de un acople más débil entre la validación del campo de temperatura

y la convergencia de la fuente para morfoloǵıas no suaves, aspecto que se retoma en la

Sección 4.3.5.
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Figura 4.14: Error de pico del pulso rectangular [%] sobre la grilla cobertura de sensores
× nivel de ruido. A diferencia de la fuente suave, el error permanece acotado en toda
la grilla, pues las magnitudes integrales del pulso son robustas frente a la degradación
de las mediciones. Fuente: elaboración propia.

En conjunto, el barrido entrega una conclusión robusta y f́ısicamente relevante: a través

de las dos morfoloǵıas y de toda la grilla de condiciones, la enerǵıa total liberada

se recupera con un error inferior al 5%, de modo que la magnitud que gobierna el

agrietamiento térmico es robusta frente a la degradación de las mediciones. La fidelidad

puntual, medida por el R2 y el error de pico, es más sensible y se deteriora al reducir

los sensores y aumentar el ruido, de forma aguda solo en la esquina de un sensor con

ruido máximo para la fuente suave. El término f́ısico de la pérdida aporta, además, un

rechazo de ruido del orden del 85% y previene la memorización espacial salvo en las

condiciones más degradadas.

4.3.3. Efecto del perfil de temperatura ambiente

Esta sección evalúa el efecto de la temperatura ambiente sobre la reconstrucción, man-

teniendo la fuente de Arrieta y las condiciones del caso base (nueve sensores, sin ruido).

Se compara el ambiente constante a 20 ◦C con tres perfiles senoidales centrados en 20 ◦C

y amplitudes de ±1, ±2 y ±5 ◦C, pensados para reproducir las fluctuaciones de una

cámara de curado. A diferencia del resto del caṕıtulo, en los casos de ambiente variable
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la única referencia disponible es la simulación de elementos finitos, dado que la solución

anaĺıtica por autofunciones no admite una temperatura exterior dependiente del tiem-

po (Sección 4.1). El caso de ambiente constante actúa como referencia. La Tabla 4.8

resume los resultados.

Ambiente R2(Q̇) Error enerǵıa [%] Error pico [%] RMSE campo [◦C]
Constante 0,921 15,65 20,87 0,0489
Senoidal ±1 ◦C 0,961 8,91 12,78 0,0468
Senoidal ±2 ◦C 0,922 15,50 19,48 0,0579
Senoidal ±5 ◦C 0,564 34,17 29,09 0,1488

Tabla 4.8: Calidad de la reconstrucción para distintos perfiles de temperatura ambiente,
con fuente de (Arrieta Costa, 2025), nueve sensores y sin ruido. La referencia del campo
es la simulación FEM, dado que la solución anaĺıtica no aplica con ambiente variable.
Cada fila corresponde a una única corrida.

El único efecto ineqúıvoco del barrido es la degradación bajo el perfil de mayor amplitud.

Con un ambiente senoidal de ±5 ◦C, la calidad de la fuente cae de forma marcada

respecto del caso constante: el coeficiente de determinación desciende de 0,921 a 0,564,

el error de enerǵıa se duplica hasta el 34% y el RMSE del campo de temperatura crece

de 0,049 a 0,149 ◦C. El origen de esta degradación no es la sola escala temporal larga de

la reacción, que ya está presente en el caso constante y fija su desempeño base en torno

a R2 = 0,92, sino la interferencia adicional del ambiente: la oscilación de ±5 ◦C impone

sobre el campo de temperatura una dinámica de magnitud comparable a la que produce

la fuente, lenta y de baja amplitud, de modo que la red debe separar dos contribuciones

que se confunden. El campo de temperatura, sin embargo, se sigue recuperando de

forma aceptable (R2 = 0,996 frente al FEM); es el problema inverso el que amplifica el

error del campo al intentar atribuir a la fuente una señal que el ambiente domina.

Los perfiles de amplitud moderada, en cambio, no degradan la reconstrucción de forma

apreciable. Tanto el caso de ±1 ◦C como el de ±2 ◦C arrojan métricas comparables a

las del ambiente constante, con coeficientes de determinación entre 0,92 y 0,96 y errores

de enerǵıa del orden del 9 al 16%. El comportamiento no es estrictamente monótono

en la amplitud: el caso de ±1 ◦C resulta incluso marginalmente mejor que el constante.

Esta no monotońıa, junto con el hecho de que cada perfil corresponde a una única

corrida y de que el caso de ±1 ◦C presenta una deriva tard́ıa de la fuente corregida por

la selección por validación, indica que las diferencias entre el ambiente constante y los

68



perfiles de amplitud moderada se encuentran dentro de la variabilidad de entrenamiento

y no deben interpretarse como una tendencia. La lectura defendible es más simple: una

fluctuación ambiental moderada, del orden de las que cabe esperar en una cámara de

curado, no compromete la reconstrucción, y solo una oscilación grande respecto de la

señal de la fuente la degrada.

En conjunto, el método tolera variaciones moderadas de la temperatura ambiente y

mantiene en esos casos el mismo nivel de desempeño que bajo ambiente constante,

limitado por la dificultad intŕınseca de la fuente de Arrieta. La degradación aparece

únicamente cuando la amplitud del ambiente se vuelve grande en relación con la débil

señal térmica de la fuente, una limitación asociada a la baja tasa de generación de la

curva de hidratación y que se retoma en la discusión.

4.3.4. Efecto de la morfoloǵıa de la fuente

La principal ventaja del enfoque basado en PINNs frente al método clásico de calibra-

ción inversa es que no impone una forma funcional a priori sobre Q̇(t): la fuente se

representa con una red neuronal capaz, en principio, de aproximar morfoloǵıas arbi-

trarias. Esta sección pone a prueba esa capacidad recuperando un conjunto de perfiles

de referencia cualitativamente distintos, manteniendo fijas las condiciones del caso base

(nueve sensores, sin ruido) para aislar el efecto de la forma. Los perfiles abarcan desde

gaussianas de distinta anchura hasta un pulso rectangular y la curva de hidratación

de Arrieta, esta última como caso de mayor relevancia f́ısica. La Tabla 4.9 resume los

resultados.

Perfil de fuente Tmax [s] R2(Q̇) Error enerǵıa [%] Error pico [%]

Gaussiana (Gauss 1) 10 000 0,99999 0,11 0,46

Gaussiana estrecha (Gauss 2) 80 000 0,99882 0,34 0,50

Rectangular 80 000 0,97396 0,70 0,17

Curva de Arrieta 250 000 0,92126 15,65 20,87

Tabla 4.9: Calidad de la fuente recuperada para distintos perfiles de referencia, a cober-
tura máxima de sensores y sin ruido. Tmax es el horizonte temporal de cada experimento.

Las dos fuentes gaussianas se recuperan con una fidelidad prácticamente idéntica a la

del caso base, pese a diferir en anchura y en horizonte temporal: la gaussiana estrecha

(Gauss 2, llamada aśı porque el ancho del pulso de la fuente es mas corto en tiempo),
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más concentrada en el tiempo, alcanza un R2 de 0,99882 con errores de enerǵıa y de pico

del orden del medio por ciento. Como verificación adicional se evaluaron tres gaussianas

más (Gauss 3 a 5), a cobertura máxima de doce sensores, que se reconstruyen igualmente

con R2 ≥ 0,9999 y errores de enerǵıa inferiores al 0,1%. La red reproduce, por tanto,

la familia gaussiana en todo el rango de formas ensayado sin dificultad apreciable.

El pulso rectangular constituye una prueba más exigente, por tratarse de una morfoloǵıa

no suave y ajena por completo a la familia gaussiana. La red captura correctamente

el tope plano del pulso y, sobre todo, sus magnitudes integrales: el error de enerǵıa es

de 0,70% y el de pico de apenas 0,17% (Figura 4.15). El coeficiente de determinación,

en cambio, baja a 0,974, pero esa cáıda no refleja una mala reconstrucción global sino

el error localizado en los dos flancos del pulso, donde la red suaviza las transiciones

abruptas (el residual se concentra en sendos picos sobre los bordes, consistente con el

sesgo espectral de la red ante discontinuidades). Conviene subrayar la lectura de este

caso: a diferencia de un método de calibración basado en una familia paramétrica fija,

que no podŕıa siquiera representar un perfil rectangular, la PINN lo recupera en sus

cantidades f́ısicamente relevantes sin asumir forma alguna, y el único deterioro es local

y penalizado por una métrica sensible a la forma como el R2.
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Figura 4.15: Fuente rectangular recuperada por la PINN (ĺınea discontinua) frente a
la referencia (sombreado), con el residual en el panel inferior. La red captura el tope
y las magnitudes integrales; el error se concentra en los flancos discontinuos. Fuente:
elaboración propia.

La curva de hidratación de Arrieta es el caso de mayor interés y, a la vez, el más

dif́ıcil. Es una morfoloǵıa asimétrica, con un ascenso rápido seguido de una cola larga

de decaimiento, y se desarrolla sobre un horizonte temporal mucho mayor que el resto

(250 000 s frente a los 10 000 del caso base). Aqúı la reconstrucción se degrada de forma

apreciable: la red subestima sistemáticamente la curva, con un error de pico del 20,87%

y de enerǵıa del 15,65%, y un R2 de 0,921 (Figura 4.16). El origen de esta dificultad no

es la asimetŕıa de la forma en śı, sino la escala temporal: al distribuirse la generación de

calor sobre un intervalo tan extenso, la señal que la fuente imprime sobre el campo de

temperatura se vuelve más dif́ıcil de distinguir, y la red tiende a aplanar el transitorio.

Esta limitación, propia de la fuente de relevancia f́ısica del problema, es la que motivó

la exploración de la densidad temporal del muestreo y de la arquitectura de la red, que

se aborda en la Sección 4.3.5. La Figura 4.17 muestra la convergencia de la fuente a lo

largo del entrenamiento y permite distinguir el origen de esta degradación. A diferencia
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del caso base, donde el RMSE de la fuente desciende hasta el orden de 0,05, aqúı la

envolvente se estanca en torno a 0,08–0,09 y no baja más, pese a que la pérdida de

validación sobre el campo de temperatura sigue descendiendo de forma sostenida hasta

el final del entrenamiento. La fuente se da por convergida en el paso 34 500, mientras

que la mejor validación se alcanza en el último paso: el campo continúa ajustándose

después de que la fuente ha dejado de mejorar. Este desacople entre la convergencia del

campo y la de la fuente es la manifestación temporal de la débil identificabilidad de la

curva de Arrieta, el campo de temperatura admite un buen ajuste sin que ello fije la

fuente correcta, y anticipa el análisis de la Sección 4.3.5, donde se examina en detalle

mediante la ablación de arquitectura.
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Figura 4.16: Curva de hidratación de Arrieta recuperada por la PINN (ĺınea discontinua)
frente a la referencia (sombreado). La red subestima el pico y aplana el transitorio, efecto
asociado a la escala temporal larga de la fuente. Fuente: elaboración propia.
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Figura 4.17: Convergencia de la fuente para la curva de hidratación de Arrieta (ambiente
constante, nueve sensores, sin ruido). En azul, el RMSE de la fuente recuperada (eje
izquierdo) frente al paso de optimización; en magenta, la pérdida de validación sobre
datos held-out (eje derecho). La ĺınea vertical punteada marca el paso de convergencia
de la fuente (34 500) y la discontinua el de mejor validación (40 000). Fuente: elaboración
propia.

En conjunto, la red recupera morfoloǵıas que van desde gaussianas suaves hasta un

pulso rectangular discontinuo sin imponer ninguna forma funcional, conservando las

magnitudes integrales incluso cuando el R2 se resiente por errores locales. La única

degradación sustantiva corresponde a la curva de Arrieta, cuya escala temporal extensa

constituye una limitación del enfoque que se examina más adelante. Este comporta-

miento respalda la afirmación central del trabajo frente al método clásico: la capacidad

de identificar la fuente sin restringirla a una familia paramétrica predefinida.

4.3.5. Escala temporal de la fuente de Arrieta y sensibilidad

a la arquitectura

La curva de hidratación de Arrieta es, como mostró la Sección 4.3.4, el caso de mayor

relevancia f́ısica y a la vez el más dif́ıcil, debido a la escala temporal extensa sobre la que

se distribuye la reacción (250 000 s). Esa escala vuelve el problema inverso débilmente
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identificable: muchas curvas de fuente distintas resultan compatibles con un mismo

campo de temperatura medido. Esta sección examina esa dificultad mediante un estudio

de ablación sobre la arquitectura de la red del campo de temperatura (profundidad y

ancho) y la densidad de puntos de colocación, realizado sobre un caso exigente de Arrieta

con ambiente variable, cuatro sensores, ruido de σ = 0,5 ◦C y temperatura ambiente

senoidal de±1 ◦C. El propósito es doble: comprobar si la reconstrucción puede mejorarse

y caracterizar su sensibilidad a estas decisiones de diseño. Las Figuras 4.18, 4.19 y 4.20

muestran, para cada factor, el RMSE del campo y el R2 de la fuente. El resultado

central es contraintuitivo respecto de la práctica habitual: reducir la capacidad de la

red mejora la recuperación de la fuente. El efecto de la profundidad lo ilustra con

claridad (Figura 4.18). Al disminuir de seis a cuatro capas, el R2 de la fuente sube de

0,875 a 0,929 y el error de enerǵıa cae del 11,3 al 2,9%; aumentar a ocho capas, en

cambio, lo empeora hasta un R2 de 0,854. La fuente recuperada es, por tanto, mejor

cuanto menos profunda es la red, dentro del rango ensayado, mientras que el RMSE del

campo apenas se mueve.
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Figura 4.18: Efecto de la profundidad de la red sobre el RMSE del campo (azul, eje
izquierdo) y el R2 de la fuente (rojo, eje derecho). Fuente: elaboración propia.

El ancho de la red produce un efecto en el mismo sentido pero aún más pronunciado

(Figura 4.19). Una red estrecha de 128 unidades recupera la fuente con R2 = 0,923

y un error de enerǵıa del 2,7%, comparable a la mejor configuración de profundidad,
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mientras que una red ancha de 512 unidades colapsa a R2 = 0,424 con un error de

enerǵıa del 47%. El ancho es, de los tres factores, el que más degrada la reconstrucción

cuando se aumenta en exceso.
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Figura 4.19: Efecto del ancho de la red (neuronas por capa) sobre el RMSE del campo
(azul) y el R2 de la fuente (rojo). Fuente: elaboración propia.

La densidad de puntos de colocación actúa en sentido inverso y de forma monótona:

más restricciones f́ısicas mejoran la fuente (Figura 4.20). Al pasar de 1024 a 16 384

puntos, el R2 asciende de 0,764 a 0,894 y el error de enerǵıa baja del 26,4 al 6,9%.

En contraste con todo lo anterior, el RMSE del campo de temperatura permanece casi

constante en las siete variantes, entre 0,077 y 0,120 ◦C: la sensibilidad se concentra por

completo en el problema inverso y no en el ajuste de la temperatura.
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Figura 4.20: Efecto de la densidad de puntos de colocación (batch de la PDE) sobre el
RMSE del campo (azul) y el R2 de la fuente (rojo). Fuente: elaboración propia.

Conviene precisar que este deterioro no es un sobreajuste. La variante de mayor ca-

pacidad, que produce la peor fuente (R2 = 0,424), presenta exactamente los mismos

diagnósticos limpios que las variantes que recuperan bien la fuente: la razón entre el

error en sensores y en nodos held-out es de 1,08, la razón entre validación y entrena-

miento es de 1,01 y el ajuste a los datos se detiene en el piso de ruido. La red grande,

por tanto, no memoriza los datos; encuentra un campo de temperatura consistente con

las mediciones y con la ecuación, pero asociado a una fuente equivocada. Este es el com-

portamiento esperable de un problema inverso mal condicionado: como muchas fuentes

son compatibles con los datos, una red de alta capacidad dispone de la libertad para

converger a una de ellas que no es la correcta, mientras que una red de menor capacidad

queda impĺıcitamente regularizada hacia una solución más suave y f́ısicamente plausi-

ble. La mayor densidad de colocación cumple un papel análogo, al añadir restricciones

f́ısicas que acotan el espacio de soluciones. Esta lectura es coherente con la ausencia

de sobreajuste establecida en la Sección 4.3.1: lo que falla en la fuente de Arrieta es

la identificabilidad, no la generalización. De aqúı se desprenden las dos limitaciones

centrales del enfoque para fuentes de escala temporal larga. La primera es que no existe

una arquitectura óptima única: la configuración que recupera con exactitud las fuentes

bien identificadas, como las gaussianas, resulta excesiva para la curva de Arrieta, cuya

recuperación exigió reducir la red y densificar la colocación. La segunda, más limitante
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en la práctica, es que la calidad de la fuente está desacoplada del error del campo, que

es la única cantidad medible sin conocer el ground truth: en el estudio de profundidad,

por ejemplo, la red de ocho capas ajusta el campo mejor que la de seis y, sin embargo,

recupera una fuente peor. En un escenario real, donde la curva de generación de calor

es desconocida por definición, esto implica que no es posible seleccionar la arquitectura

adecuada a partir de las mediciones disponibles, lo que constituye una dificultad de

fondo para la aplicación del método a fuentes débilmente identificables.

La Figura 4.21 ilustra esta configuración de mejor desempeño en términos de enerǵıa,

correspondiente al ancho reducido de 128 unidades. La curva recuperada captura el as-

censo y la posición del pico, pero presenta oscilaciones visibles en la cola de decaimiento,

como evidencia el residual del panel inferior, que se mantiene en el orden de ±0,1 a 0,2

unidades a lo largo de todo el horizonte. Estas desviaciones explican el coeficiente de

determinación moderado (R2 = 0,923), sensible a la forma instantánea de la curva. Sin

embargo, al integrar la curva en el tiempo esas oscilaciones se compensan parcialmente

entre śı, de modo que la enerǵıa total liberada, la magnitud que en definitiva gobierna

el agrietamiento térmico, se recupera con un error de apenas 2,7%. La red satisface, por

tanto, la f́ısica del problema y conserva la cantidad integral relevante, al precio de una

fidelidad temporal punto a punto todav́ıa inferior a la de las fuentes bien identificadas

de la Sección 4.3.4.
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Figura 4.21: Fuente de hidratación de Arrieta recuperada por la PINN bajo la configu-
ración de ancho reducido (128 unidades), con el residual respecto de la referencia en el
panel inferior. R2 = 0,923, error de enerǵıa = 2,7%. Fuente: elaboración propia.

En śıntesis, la reducción de la capacidad de la red y el aumento de la densidad de

colocación permitieron rescatar la reconstrucción de la fuente de Arrieta, llevando el

error de enerǵıa del 11% a cerca del 3%, una mejora sustantiva aunque todav́ıa lejana

de la recuperación casi exacta de las fuentes bien identificadas. La necesidad de ese

ajuste, y la imposibilidad de guiarlo mediante cantidades medibles, son limitaciones

intŕınsecas del enfoque ante la escala temporal extensa de la curva de hidratación, y se

retoman en la discusión.

4.3.6. Śıntesis comparativa entre experimentos

La lectura transversal de los experimentos de la fase experimental revela dos reǵımenes

de comportamiento netamente distintos, gobernados ante todo por la identificabilidad

de la fuente. La Tabla 4.10 reúne un conjunto representativo de casos que abarca desde

el mejor desempeño hasta las condiciones más degradadas.
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Exp. Fuente Ambiente Sens. σ [◦C] R2(Q̇) E. enerǵıa [%]
1 Gauss 1 Constante 9 0 0,99999 0,11
16 Gauss 1 Constante 1 2 0,913 0,39
33 Rectangular Constante 9 0 0,974 0,70
71 Arrieta Constante 9 0 0,921 15,65
87 Arrieta Senoidal ±5 ◦C 9 0 0,564 34,17

Tabla 4.10: Resumen comparativo de casos representativos de la fase experimental,
con arquitectura estándar. Las filas abarcan el mejor caso, la esquina de medición más
degradada, una morfoloǵıa no suave y la fuente de Arrieta bajo ambiente constante y
bajo una oscilación amplia.

El primer régimen corresponde a las fuentes bien identificables, esto es, las gaussianas

y el pulso rectangular. En él, la reconstrucción es robusta frente a la degradación de las

mediciones: la enerǵıa total liberada, que es la magnitud que gobierna el agrietamiento

térmico, se recupera con un error inferior al 5% en toda la grilla de sensores y ruido y

a través de las distintas morfoloǵıas, incluso en la esquina extrema de un único sensor

con ruido máximo, donde la fidelidad puntual colapsa pero la enerǵıa se conserva en un

0,39% (exp. 16). La fidelidad puntual, medida por el R2 y el error de pico, se mantiene

alta salvo en esa esquina, y el término f́ısico de la pérdida aporta un rechazo de ruido

del orden del 85%. A lo largo de toda la campaña, además, no se observó sobreajuste:

tanto la validación held-out espacial como la temporal se mantuvieron controladas en

todas las configuraciones, de modo que las degradaciones observadas obedecen siempre

a ĺımites de identificabilidad y nunca a la memorización de los datos, en ĺınea con lo

establecido en el caso base (Sección 4.3.1).

El segundo régimen corresponde a la curva de hidratación de Arrieta, la fuente de mayor

relevancia f́ısica y la única que se aparta de este cuadro favorable. Su escala temporal

extensa la vuelve débilmente identificable, lo que limita su recuperación a un R2 del or-

den de 0,92 aun en condiciones ideales de medición (exp. 71), y una oscilación ambiental

amplia la degrada de forma adicional hasta un R2 de 0,56 (exp. 87). La reducción de

la capacidad de la red y el aumento de la densidad de colocación permitieron rescatar

parcialmente esta reconstrucción, llevando el error de enerǵıa del 11% a cerca del 3%

(Sección 4.3.5), pero ese ajuste no puede guiarse mediante el error del campo de tem-

peratura, que es la única cantidad medible sin conocer la fuente real, lo que constituye

la limitación de fondo del enfoque para esta clase de fuentes.
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En conjunto, los factores que determinan el desempeño se ordenan con claridad. El

más decisivo es la identificabilidad de la fuente, asociada a su morfoloǵıa y a su escala

temporal: la brecha entre las gaussianas (R2 ≈ 0,9999) y la curva de Arrieta (R2 ≈ 0,92)

supera a la de cualquier otro factor. En segundo lugar, y solo para una fuente dada, la

degradación de las mediciones por reducción de sensores y aumento de ruido, cuyo efecto

queda acotado y solo compromete la fidelidad puntual en el extremo. En último lugar,

la amplitud del ambiente, que únicamente importa cuando se vuelve grande respecto de

la señal de la fuente. La conclusión global es que el método recupera de forma robusta la

magnitud f́ısicamente decisiva, la enerǵıa liberada, a través de morfoloǵıas y condiciones

de medición realistas, y que su única limitación sustantiva se concentra precisamente en

la fuente de mayor interés, la curva de hidratación real, por su débil identificabilidad.

Este contraste con el método clásico se aborda en la Sección 4.4.

4.3.7. Robustez de la red reducida y su transferencia entre

morfoloǵıas

El estudio de ablación de la Sección 4.3.5 mostró que, para la curva de Arrieta bajo

condiciones de medición degradadas, reducir la capacidad de la red del campo de tempe-

ratura mejora la recuperación de la fuente. Esa observación deja abiertas dos preguntas

que esta sección responde de forma directa. La primera es si la robustez frente a la

cobertura de sensores y al nivel de ruido, caracterizada en la Sección 4.3.2 sobre la red

estándar, se conserva al emplear la red reducida sobre la fuente de Arrieta. La segunda

es si esa misma red reducida, ajustada a una fuente débilmente identificable, sigue re-

cuperando con fidelidad las fuentes bien identificables que la red estándar ya resolv́ıa.

Para ello se adoptó como red reducida la configuración de cuatro capas y 256 unidades

por capa en la red del campo de temperatura, frente a las seis capas de la configuración

estándar, que en la ablación entregó la mejor reconstrucción de la fuente de Arrieta,

manteniendo el resto de los hiperparámetros y la densidad de colocación de referencia.

El detalle numérico de las corridas se reporta en el Anexo D. Las Figuras 4.22, 4.23

y 4.24 comparan la red reducida sobre la fuente de Arrieta con ambiente constante, en

un conjunto representativo de puntos de la grilla de cobertura de sensores y nivel de

ruido, frente a la red estándar como referencia. La lectura no es la de una mejora unifor-
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me, sino la de un compromiso entre descriptores. La enerǵıa total liberada, magnitud

que gobierna el agrietamiento térmico, se recupera de forma sistemáticamente mejor

con la red reducida (Figura 4.23): a nueve sensores sin ruido el error de enerǵıa baja

del 15,65% al 5,48%, y en la esquina extrema de un único sensor con ruido máximo

cae del 78,46% al 22,35%. El coeficiente de determinación de la fuente, en cambio, se

comporta de manera opuesta en el caso bien informado (Figura 4.22): a nueve sensores

sin ruido desciende de R2 = 0,921 a 0,721, de modo que la red reducida ajusta peor la

forma instantánea de la curva aun cuando recupera mejor su integral.
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Figura 4.22: Fuente de Arrieta (ambiente constante): coeficiente de determinación de
la fuente recuperada, red reducida (cuatro capas) frente a la red estándar (seis capas),
en puntos representativos de la grilla de sensores y ruido. Fuente: elaboración propia.
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Figura 4.24: Fuente de Arrieta (ambiente constante): error de pico de la fuente recupe-
rada, red reducida frente a red estándar. Fuente: elaboración propia.

Este contraste admite una lectura coherente con el carácter mal condicionado del pro-

blema inverso, ya establecido en la Sección 4.3.5. Cuando la información es abundante,

esto es, nueve sensores limpios, la red estándar, de mayor capacidad, dispone de la li-
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bertad necesaria para seguir el transitorio de la fuente y alcanza un R2 alto, mientras

que la regularización impĺıcita de la red reducida la empuja hacia una solución más

suave que sacrifica forma a cambio de conservar la enerǵıa. A medida que la medición

se degrada, esa misma regularización deja de ser una desventaja y se vuelve protectora:

la red reducida evita el colapso que la red estándar sufre en la esquina de un sensor

con ruido máximo, donde el R2 pasa de −3,14 a −0,54 y la enerǵıa se mantiene aco-

tada en un 22,35% frente al 78,46%. El error del campo de temperatura permanece,

en todos los casos, en el mismo orden que el de la red estándar, lo que confirma que la

sensibilidad se concentra en el problema inverso y no en el ajuste de la temperatura,

en ĺınea con lo observado en la ablación de arquitectura. Queda por comprobar si la

red reducida, ajustada a la fuente más dif́ıcil, conserva la fidelidad sobre las fuentes

que la configuración estándar ya resolv́ıa. Las Figuras 4.25, 4.26 y 4.27 responden afir-

mativamente. La gaussiana se recupera con una fidelidad prácticamente idéntica, con

un R2 de 0,99995 frente al 0,99999 de la red estándar y un error de enerǵıa del 0,04%

frente al 0,11%, y el pulso rectangular no solo se mantiene sino que mejora de forma

apreciable: su R2 sube de 0,974 a 0,987 y el error del campo de temperatura se reduce a

la mitad, del 0,121 al 0,067 ◦C. La red reducida, por tanto, no degrada las morfoloǵıas

bien identificables.
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Figura 4.25: Fuentes bien identificables (nueve sensores, sin ruido, ambiente constante):
coeficiente de determinación de la fuente, red reducida frente a red estándar, en eje
recortado para apreciar la diferencia. Fuente: elaboración propia.
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Figura 4.26: Fuentes bien identificables: error de enerǵıa de la fuente recuperada, red
reducida frente a red estándar. Fuente: elaboración propia.
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Figura 4.27: Fuentes bien identificables: RMSE del campo de temperatura (PINN vs
FEM), red reducida frente a red estándar. Fuente: elaboración propia.

Los dos experimentos, léıdos juntos, matizan la limitación planteada en la Sección 4.3.5

acerca de la inexistencia de una arquitectura óptima única. Una sola configuración

reducida recupera con fidelidad casi exacta las gaussianas, mejora el pulso rectangular

y, sobre la curva de Arrieta, recupera mejor la enerǵıa liberada y resiste mejor las

condiciones de medición más degradadas que la red estándar. El precio de esa robustez es
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una menor fidelidad de forma sobre la curva de Arrieta cuando la medición es abundante

y limpia, donde la red estándar conserva un R2 más alto. La elección entre ambas

configuraciones no es, por tanto, indiferente, sino que depende del descriptor que se

priorice: la enerǵıa liberada y la robustez favorecen la red reducida, mientras que la

fidelidad de la forma instantánea en condiciones ideales favorece la red estándar. Como

la enerǵıa es la magnitud que gobierna el agrietamiento térmico, y como la robustez

frente a la degradación de las mediciones es la propiedad de mayor relevancia práctica

en un ensayo real, la red reducida constituye la opción preferible para la aplicación, sin

perjuicio de las fuentes bien identificables.

4.4. Discusión

Los resultados de la fase experimental permiten situar el enfoque basado en PINNs fren-

te al método clásico de calibración inversa que antecede a este trabajo (Arrieta Costa,

2025), no tanto en términos de una competencia directa de exactitud sino de las ca-

pacidades estructurales que cada uno aporta al problema. Este contraste corresponde

a los dos métodos del problema inverso de la Figura 1.2: la PINN, sin forma funcional

impuesta ni malla, frente al enfoque clásico, que combina una simulación por elemen-

tos finitos con un optimizador sobre una forma funcional fija. La contribución central

que los experimentos sostienen es la identificación de la curva de generación de calor

a partir de mediciones de temperatura, bajo la condición de borde convectiva realista,

sin imponer una forma funcional sobre la fuente. La demostración más ńıtida de esta

capacidad es el pulso rectangular (Sección 4.3.4): una morfoloǵıa discontinua, ajena por

completo a la cinética de hidratación, que la red recupera en sus magnitudes integrales

sin asumir estructura alguna y que un método basado en una familia paramétrica fija

no podŕıa siquiera representar. Esta identificación corresponde, además, a una recons-

trucción genuina del campo y no a un ajuste memorizado de los datos (Sección 4.3.1),

lo que respalda la fiabilidad de la fuente recuperada.

Sobre esta base, el enfoque aborda de manera natural las tres limitaciones de los métodos

clásicos identificadas en la revisión bibliográfica. La primera es la imposición de una

forma funcional: mientras la calibración clásica restringe la curva a una familia cinética

predefinida, que en el propio trabajo de (Arrieta Costa, 2025) debió corregirse con un
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término adicional por tramos para ajustar la fase inicial, la red recupera morfoloǵıas

diversas, de gaussianas suaves a un pulso discontinuo, sin esa restricción. La segunda

es la dependencia de una malla: la PINN identifica la fuente sin discretizar el dominio,

de modo que es, por construcción, un método sin malla, lo que en principio facilita

la transferencia a otras geometŕıas de probeta sin necesidad de remallar, aunque dicha

transferencia no se evaluó en este trabajo. La tercera es el costo de anidar una simulación

completa dentro de cada iteración del optimizador: aqúı el campo de temperatura y la

fuente se aprenden de forma simultánea en una única optimización.

En términos de cómputo, cada identificación inversa se entrenó en una única GPU

NVIDIA GeForce RTX 4060 Ti, con 40 000 pasos de optimización y sin refinamiento

L-BFGS, en una mediana de 17,7 min por corrida, con un rango de 9,9 a 64,0 min sobre

las 111 corridas de la campaña, cuyo detalle se reporta en la Tabla D.7 del Anexo D. A

modo de referencia de orden de magnitud, el procedimiento clásico de calibración inversa

que antecede a este trabajo (Arrieta Costa, 2025) requiere del orden de varias horas

(aproximadamente ocho) para recuperar una curva, dado que anida una simulación

FEM completa en cada iteración del optimizador; esta cifra, no obstante, proviene de

una configuración de hardware distinta y no fue medida en el presente trabajo, por

lo que debe leerse como una indicación cualitativa del costo del enfoque anidado y no

como una comparación controlada de rendimiento.

A estos beneficios estructurales se suma un desempeño práctico favorable: la enerǵıa

total liberada, que es la magnitud que gobierna el agrietamiento térmico, se recupera

con un error de pocos puntos porcentuales en todo el rango realista de condiciones de

medición, y el residual de la ecuación actúa como un regularizador que rechaza del orden

del 85% del ruido (Sección 4.3.2), una propiedad valiosa al trabajar con los registros

de un caloŕımetro de bajo costo.

No obstante, los resultados también delimitan con honestidad el alcance del método,

y conviene leerlos como un contraste complementario y no como una superación del

enfoque clásico. La flexibilidad de la PINN, que es su mayor virtud, es también el

origen de su principal limitación. La curva de hidratación real, de escala temporal

extensa, constituye un problema inverso débilmente identificable, y la ausencia de una

forma funcional deja a la red sin un apriori fuerte que regularice esa indeterminación,

lo que explica que su recuperación se degradara y exigiera un control expĺıcito de la
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capacidad de la red (Sección 4.3.5). El estudio de la red reducida (Sección 4.3.7) precisa

el alcance de ese control de capacidad y matiza la afirmación, hecha en la Sección 4.3.5,

de que no existe una arquitectura óptima única. La regularización se ejerce sobre la

red del campo de temperatura, no sobre la red que representa la fuente: al limitar

la capacidad de la primera, el campo queda empujado hacia una solución más suave

que solo resulta compatible con una fuente más plausible, de modo que la mejora

de la fuente se obtiene de forma indirecta. Aplicada al conjunto de morfoloǵıas, una

única red reducida recupera con fidelidad casi exacta las gaussianas, mejora incluso

el pulso rectangular y, sobre la curva de Arrieta, baja el error de enerǵıa del 15,65%

al 5,48% a cobertura máxima y evita el colapso de la red estándar en las esquinas

de medición más degradadas. El precio de esa robustez es una menor fidelidad de la

forma instantánea de la curva de Arrieta cuando la medición es abundante y limpia,

donde la red estándar conserva un coeficiente de determinación más alto. La elección

entre ambas configuraciones no es, por tanto, libre de costo, sino que depende del

descriptor que se priorice. Dado que la enerǵıa liberada es la magnitud que gobierna

el agrietamiento térmico, y que la robustez frente a la degradación de las mediciones

es la propiedad de mayor valor práctico en un ensayo real, la red reducida resulta

preferible para la aplicación, sin perjuicio de las fuentes bien identificables. Esto no

elimina la limitación de fondo, ya que la calidad de la fuente sigue desacoplada del

error del campo, que es la única cantidad medible sin conocer el ground truth, pero

acota su impacto: una sola arquitectura, fijada de antemano, ofrece un comportamiento

robusto a través de las morfoloǵıas y condiciones ensayadas, en lugar de requerir un

ajuste guiado por información no disponible. Vista aśı, la forma funcional del método

clásico no es únicamente una restricción: es precisamente un apriori f́ısico que regulariza

el problema mal condicionado y le confiere robustez justamente para la curva real. Las

dos aproximaciones resultan, por tanto, complementarias. El método clásico es sólido

cuando la fuente sigue la cinética supuesta, y su estructura paramétrica lo protege de

la indeterminación; el enfoque basado en PINNs es ventajoso cuando la morfoloǵıa es

desconocida, inusual o se aparta de esa cinética, y cuando la flexibilidad geométrica o

la robustez al ruido resultan determinantes.

De este contraste se desprende el ámbito en que el enfoque propuesto resulta más

competitivo: los escenarios exploratorios o no estándar, esto es, mezclas o condiciones
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de curado cuyo comportamiento térmico se desv́ıe de la cinética habitual, geometŕıas

nuevas o mediciones ruidosas, donde la capacidad de recuperar la fuente sin un mol-

de predefinido y sin una malla aporta un valor que el método paramétrico no ofrece.

En conjunto, el trabajo deja propuesta una tecnoloǵıa útil y viable para el área: una

herramienta de identificación inversa sin malla y sin forma funcional, con un dominio

de robustez caracterizado, las fuentes bien identificables bajo condiciones de medición

realistas, y con una limitación igualmente delimitada, la débil identificabilidad de las

fuentes de escala temporal larga, que señala con precisión hacia dónde debe dirigirse

el trabajo futuro. Esta propuesta se construye directamente sobre la metodoloǵıa de

calibración inversa de (Arrieta Costa, 2025), de la que toma su modelo de elementos

finitos como referencia y su curva de hidratación como ground truth, y la comparación

debe entenderse en ese esṕıritu: como una alternativa que ampĺıa el conjunto de herra-

mientas disponibles para el problema, antes que como un reemplazo de un método que

ha demostrado ser efectivo.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

5.1. Conclusiones teóricas

Este trabajo demostró que el marco de las PINNs permite resolver el problema inverso

de identificar la curva de generación de calor de hidratación, dependiente del tiempo,

bajo la condición de borde convectiva de Robin y a partir de mediciones de tempera-

tura escasas, sin imponer una forma funcional sobre la fuente, validando los objetivos

planteados. En términos de la Figura 1.2, esto confirma que la PINN puede ocupar

el lugar del método del problema inverso, recuperando Q̇(t) de forma validada frente

a las referencias anaĺıtica y de elementos finitos. La validación incremental de la fase

exploratoria estableció que la condición de Robin se impone de forma estable y resulta,

de hecho, más tratable que la idealización de Dirichlet, y que la maquinaria de inver-

sión recupera de manera robusta una fuente tratada como objetivo ciego mientras el

problema permanece determinado.

La conclusión teórica central es que la dificultad del problema inverso está gobernada

por la identificabilidad de la fuente, asociada a su morfoloǵıa y sobre todo a su escala

temporal, antes que por la degradación de las mediciones. Para fuentes débilmente

identificables, de escala temporal extensa, el mal condicionamiento se manifiesta de

una manera contraria a la práctica habitual del aprendizaje profundo: aumentar la

capacidad de la red del campo de temperatura empeora la fuente recuperada, de modo

que su reducción opera como una regularización impĺıcita. Esta regularización no es

espećıfica de un caso, sino que se confirmó al transferir una única red reducida a las
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distintas morfoloǵıas: la misma configuración conserva la fidelidad casi exacta de las

fuentes bien identificables y mejora la enerǵıa recuperada de la curva de Arrieta. Es

determinante, además, que este fallo sea de identificabilidad y no de sobreajuste, lo

que se verificó de forma transversal en toda la campaña: el campo de temperatura

generaliza a puntos no observados en todas las configuraciones, y la solución degradada

es consistente con los datos y con la f́ısica, pero corresponde a una fuente equivocada.

Una conclusión adicional es que la integral de la fuente, esto es, la enerǵıa total liberada,

constituye la magnitud robustamente identificable, recuperada con un error de pocos

puntos porcentuales incluso cuando la reconstrucción puntual se degrada, mientras que

los rasgos puntuales agudos, como el valor de pico o los flancos discontinuos, son los

frágiles.

5.2. Conclusiones prácticas

Para las fuentes bien identificables y bajo condiciones de medición realistas, con pocos

sensores y ruido instrumental, el método recupera de forma robusta el calor de hidra-

tación total liberado, que es la magnitud que gobierna el agrietamiento térmico. Esta

robustez de la enerǵıa se extiende, con la red reducida, también a la curva de hidrata-

ción real, cuyo error de enerǵıa baja a pocos puntos porcentuales aun cuando su forma

instantánea siga siendo dif́ıcil de fijar. A ello se suma que el residual de la ecuación actúa

como un regularizador que rechaza del orden del 85% del ruido de las mediciones, una

propiedad de valor directo al trabajar con los registros de un caloŕımetro de bajo costo.

El enfoque es, además, un método sin malla y sin forma funcional impuesta, lo que

le confiere valor en escenarios exploratorios o no estándar: morfoloǵıas desconocidas,

mezclas o condiciones de curado que se aparten de la cinética habitual, y geometŕıas

nuevas. La demostración práctica más clara de esta flexibilidad es la recuperación de

un pulso rectangular discontinuo, una morfoloǵıa que un método basado en una familia

paramétrica fija no podŕıa siquiera representar.

La principal limitación práctica es la propia curva de hidratación real. Su escala tem-

poral extensa la vuelve débilmente identificable, y su recuperación exigió reducir la

capacidad de la red del campo de temperatura. Conviene precisar el alcance de esta

limitación a la luz del estudio de la red reducida: aunque la calidad de la fuente no
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puede optimizarse caso a caso mediante cantidades medibles, dado que la fuente ver-

dadera es desconocida, una única arquitectura reducida fijada de antemano ofrece un

comportamiento robusto a través de las morfoloǵıas y condiciones ensayadas, de modo

que la elección de la red no requiere conocer el ground truth. Sobre esa configuración,

la enerǵıa liberada de la curva de Arrieta se recupera con un error de pocos puntos

porcentuales. Aun aśı, la fidelidad de la forma instantánea de esta curva permanece por

debajo de la de las fuentes bien identificables, por lo que el método clásico de calibra-

ción inversa sigue siendo una opción robusta cuando la fuente sigue la cinética supuesta.

Ambos enfoques deben entenderse como complementarios antes que como sustitutos: el

método clásico aporta un apriori f́ısico que regulariza el problema, y el enfoque basado

en PINNs aporta flexibilidad cuando la forma de la fuente es incierta.

5.3. Śıntesis cuantitativa y comparación con el méto-

do clásico

La Tabla 5.1 reúne las métricas cuantitativas definidas en la Sección 3.8.2 para los casos

representativos de la fase experimental, desde el mejor desempeño hasta la curva de

hidratación real bajo las condiciones más exigentes. Estas cifras son las que sostienen, en

términos numéricos, las conclusiones anteriores: el error de enerǵıa se mantiene acotado

en todo el rango de condiciones ensayadas, mientras que el coeficiente de determinación

y el error de pico se degradan de forma más marcada cuando la fuente es débilmente

identificable.

Caso Sensores σ [°C] R2(Q̇) Error enerǵıa [%] Error pico [%]

Gauss 1, caso base 9 0 0.99999 0.11 0.46
Gauss 1, peor caso 1 2 0.913 0.39 45.33
Rectangular, caso base 9 0 0.974 0.70 0.17
Arrieta, ambiente cte. 9 0 0.921 15.65 20.87
Arrieta, red reducida 9 0 0.721 5.48 17.48
Arrieta, ambiente ±5 ◦C 9 0 0.564 34.17 29.09

Tabla 5.1: Śıntesis cuantitativa del desempeño de la PINN en la identificación inversa de
Q̇(t), para casos representativos de la fase experimental (condición de Robin). Métricas
definidas en la Sección 3.8.2.

Esta tabla no incluye una columna equivalente para el método de calibración inversa
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de (Arrieta Costa, 2025), porque ese trabajo no reporta las mismas métricas sobre la

curva reconstruida. Su validación interna, descrita en su Anexo C, cuantifica el error

relativo de los parámetros cinéticos (C, a, b, τ0) recuperados frente a casos sintéticos y

frente a datos con ruido gaussiano, no el error de enerǵıa, de pico o el R2 de la curva

Q̇(t) en śı. Construir una comparación numérica directa exigiŕıa, por tanto, asumir

una equivalencia entre ambas métricas que no está justificada: un error de 10% en el

parámetro b de una forma funcional no se traduce de manera directa en un error de 10%

en la enerǵıa liberada por esa curva. Por esta razón, el contraste entre ambos enfoques

se desarrolla aqúı en términos cualitativos, que es el plano en el que la comparación

resulta honesta y donde se concentran las diferencias relevantes para la pregunta de

investigación.

Las ventajas de las PINNs frente al método clásico se concentran en la ausencia de

supuestos sobre la forma de la fuente. Mientras la calibración de Arrieta restringe Q̇(t)

a una familia paramétrica fija, y debió incluso ampliarse con un término adicional

por tramos para corregir la subestimación del calor en la fase inicial, la red recupera

morfoloǵıas tan distintas como una gaussiana suave o un pulso rectangular discontinuo

sin asumir ninguna estructura previa, algo que la formulación cinética de Arrieta no

podŕıa representar aunque se afinaran sus parámetros. A esto se suma que el método es

libre de malla, de modo que la identificación no depende de discretizar el dominio ni de

remallar al cambiar de geometŕıa, y que el campo de temperatura y la fuente se aprenden

en una única optimización conjunta en lugar de anidar una simulación completa por

elementos finitos dentro de cada iteración de un optimizador externo. El residual de

la ecuación actúa además como un filtro f́ısico del ruido de medición, rechazando una

fracción considerable de las perturbaciones aleatorias antes de que contaminen la fuente

recuperada.

La principal desventaja aparece justamente donde el método clásico es más fuerte: cuan-

do la fuente sigue una cinética conocida y razonablemente bien comportada, la forma

funcional impuesta por Arrieta actúa como un regularizador expĺıcito que la PINN no

posee de manera nativa. Para la curva de hidratación real, cuya escala temporal extensa

la vuelve débilmente identificable, la red necesita un ajuste deliberado de su capacidad

para evitar que el problema mal condicionado la lleve a una fuente plausible pero inco-

rrecta, mientras que el optimizador de Arrieta no enfrenta esa ambigüedad porque ya
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parte de una forma que se ajusta razonablemente bien a la cinética de hidratación. En

ese régimen, la fidelidad puntual de la PINN queda por debajo de lo que cabŕıa esperar

de un método que incorpora ese conocimiento previo desde el inicio. Los dos enfoques

resultan, en consecuencia, complementarios y no sustitutos: el método clásico es prefe-

rible cuando la mezcla sigue la cinética supuesta y se dispone de tiempo para anidar la

optimización, y la PINN aporta valor cuando la morfoloǵıa de la fuente es incierta, la

geometŕıa cambia con frecuencia, o el ruido de medición es una preocupación central.

5.4. Direcciones futuras

El trabajo delimita con precisión hacia dónde conviene dirigir los esfuerzos siguientes. La

ĺınea más relevante es atacar la débil identificabilidad de las fuentes de escala temporal

larga mediante esquemas h́ıbridos, que combinen un apriori f́ısico suave, como una

regularización de tipo cinético, con la flexibilidad de la red, de modo de regularizar

la indeterminación sin renunciar a la capacidad de capturar desviaciones de la forma

supuesta. Estrechamente ligado a lo anterior está el desarrollo de un criterio de selección

de la arquitectura y la regularización que no dependa del ground truth, ya que el error

del campo de temperatura, la única cantidad medible, está desacoplado de la calidad

de la fuente.

En el plano aplicado, conviene poner a prueba de forma expĺıcita la ventaja de ser un

método sin malla, evaluando la transferencia a otras geometŕıas de probeta, que aqúı

no se ensayó. Como extensiones naturales del problema se cuentan la identificación

de fuentes que vaŕıen también en el espacio o que combinen varios compuestos, y la

mejora de la estabilidad de la convergencia y del criterio de selección del modelo, cuyo

comportamiento oscilatorio se observó en los casos más exigentes.

5.5. Comentarios finales

En śıntesis, este trabajo establece a las PINNs como una herramienta viable y comple-

mentaria para la identificación inversa de la curva de generación de calor de hidratación,

construida directamente sobre la metodoloǵıa de calibración inversa que la antecede per-

mitiendo validar la hipótesis planteada al comienzo del trabajo. La contribución ampĺıa
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el conjunto de herramientas disponibles para el problema con un enfoque sin malla y

sin forma funcional impuesta, cuyo dominio de robustez quedó caracterizado y cuya

principal limitación, la débil identificabilidad de las fuentes de escala temporal larga,

quedó igualmente delimitada y señala con claridad el camino del trabajo futuro.
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Nomenclatura

PINN : Physics-Informed Neural Network / Red Neuronal Informada por la F́ısica

PDE : Partial Differential Equation / Ecuación Diferencial Parcial

FEM : Finite Element Method / Método de Elementos Finitos

MLP : Multilayer Perceptron / Perceptrón Multicapa

NTK : Neural Tangent Kernel / Núcleo Tangente Neuronal

RWF : Random Weight Factorization / Factorización Aleatoria de Pesos

RMSE : Root Mean Square Error / Ráız del Error Cuadrático Medio

JAX-PI : JAX Physics-Informed framework / Framework de PINNs en JAX

OpenSees : Open System for Earthquake Engineering Simulation / Sistema Abierto

para Simulación en Ingenieŕıa Śısmica

STKO : Scientific ToolKit for OpenSees / Conjunto de Herramientas Cient́ıficas para

OpenSees

ACI : American Concrete Institute / Instituto Americano del Hormigón

ICH : Chilean Institute of Cement and Concrete / Instituto del Cemento y del Hormigón

de Chile

GPU : Graphics Processing Unit / Unidad de Procesamiento Gráfico

RAM : Random Access Memory / Memoria de Acceso Aleatorio

T : Temperature field / Campo de temperatura

Q̇(t) : Hydration heat generation rate (source term) / Tasa de generación de calor de

hidratación (término fuente)

q⃗ : Heat flux vector / Vector de flujo de calor

t : Time / Tiempo

r, z : Radial and axial coordinates / Coordenadas radial y axial

k : Thermal conductivity / Conductividad térmica

ρ : Density / Densidad
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cp : Specific heat / Calor espećıfico

α : Thermal diffusivity, α = k/(ρcp) / Difusividad térmica

β : Convective heat transfer coefficient (Robin) / Coeficiente de transferencia de calor

por convección (Robin)

R, H : Specimen radius and height / Radio y altura de la probeta

Tmax : Time horizon of the experiment / Horizonte temporal del experimento

Tenv : Ambient temperature / Temperatura ambiente

T0 : Initial temperature / Temperatura inicial

Ts : Prescribed surface temperature (Dirichlet) / Temperatura de superficie prescrita

(Dirichlet)

qs : Prescribed surface heat flux (Neumann) / Flujo de calor prescrito en la superficie

(Neumann)

r̄, z̄, t̄ : Dimensionless coordinates and time / Coordenadas y tiempo adimensionales

θ : Dimensionless temperature field / Campo de temperatura adimensional

θenv : Dimensionless ambient temperature / Temperatura ambiente adimensional

S(t̄) : Dimensionless source term / Término fuente adimensional

FoR, FoH : Radial and axial Fourier numbers / Números de Fourier radial y axial

BiR, BiH : Radial and axial Biot numbers / Números de Biot radial y axial

uθ : Temperature network with parameters θ / Red de temperatura con parámetros θ

sϕ : Source network with parameters ϕ / Red de fuente con parámetros ϕ

L : Loss function / Función de pérdida

Lr, Ld, Lbc, Lic : Residual, data, boundary-condition and initial-condition loss terms /

Términos de pérdida de residual, datos, condición de borde y condición inicial

λr, λd, λbc, λic : Loss term weights / Pesos de los términos de pérdida

J0, J1 : Bessel functions of the first kind, orders 0 and 1 / Funciones de Bessel de

primera especie, órdenes 0 y 1

βn : Radial eigenvalues / Autovalores radiales

γm : Axial eigenvalues / Autovalores axiales

λnm : Modal decay rate / Tasa de decaimiento modal

N : Number of sensors / Número de sensores

σ : Standard deviation of measurement noise / Desviación estándar del ruido de medi-

ción
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∆T : Thermal range of a case / Rango térmico de un caso

R2 : Coefficient of determination / Coeficiente de determinación

α(t) : Degree of hydration / Grado de hidratación

Qi,max : Maximum hydration heat of compound i / Calor máximo de hidratación del

compuesto i
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Apéndice A

Adimensionalización y

normalizaciones

Este anexo desarrolla la formulación adimensional empleada en la Sección 3.1.2 (formu-

lación adimensional del problema), cuyo resultado se enunció alĺı en la ecuación (3.2)

sin detallar su derivación. Se parte de la ecuación de calor dimensional en coordenadas

ciĺındricas, se introduce el escalado de variables y se obtiene la forma adimensional sobre

el dominio unitario, incluyendo la multiplicación por r̄ que regulariza la singularidad

de coordenadas en el eje. A continuación se adimensionalizan las condiciones de borde

de Robin, de donde emergen los números de Biot, y se documenta el escalado de la

temperatura y de la fuente que estabiliza el entrenamiento.

A.1. Ecuación de partida y supuestos

El fenómeno se modela mediante la ecuación de Fourier de conducción de calor con ge-

neración interna, en coordenadas ciĺındricas y bajo el supuesto de axisimetŕıa, de modo

que el campo no depende de la coordenada angular, T = T (t, r, z). Con propiedades del

material constantes y uniformes, la ecuación es

ρcp
∂T

∂t
= k

Å
∂2T

∂r2
+

1

r

∂T

∂r
+
∂2T

∂z2

ã
+ Q̇(t), (A.1)

donde ρ es la densidad, cp el calor espećıfico, k la conductividad térmica y Q̇(t) el

término fuente, supuesto uniforme en el espacio y dependiente solo del tiempo. El ope-
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rador laplaciano axisimétrico de (A.1) proviene de desarrollar ∇·(k∇T ) con k constante,

recordando que en ciĺındricas la parte radial es 1
r
∂r(r ∂rT ) = ∂rrT + 1

r
∂rT . Conviene

introducir la difusividad térmica

α =
k

ρcp
, (A.2)

con la que, dividiendo (A.1) por ρcp, la ecuación adopta la forma

∂T

∂t
= α

Å
∂2T

∂r2
+

1

r

∂T

∂r
+
∂2T

∂z2

ã
+
Q̇(t)

ρcp
. (A.3)

A.2. Escalado de las variables

El objetivo del escalado es llevar el problema a un dominio unitario [0, 1]3 y a campos

de orden unidad, de manera que las entradas y la salida de la red operen en magni-

tudes comparables y los gradientes se mantengan bien condicionados durante el entre-

namiento. Sea R el radio de la probeta, H su altura y Tmax el horizonte temporal del

experimento. Se definen las variables adimensionales

r̄ =
r

R
, z̄ =

z

H
, t̄ =

t

Tmax

, (A.4)

de modo que r̄, z̄, t̄ ∈ [0, 1]. La temperatura se representa mediante un campo escalado

θ de orden unitario; basta con escribir T = Tsc θ + Tref para alguna escala térmica Tsc

y un desplazamiento Tref , ambos constantes. Como (A.3) es lineal en T y sus derivadas

espaciales y temporal son homogéneas en cualquier corrimiento constante, el término

Tref se cancela en todas las derivadas y la escala Tsc factoriza de manera uniforme; por

ello el escalado de temperatura no altera la estructura de la ecuación interior y se difiere

su discusión a la Sección A.5. En lo que sigue se trabaja directamente con θ.

Por la regla de la cadena, cada derivada introduce el factor de escala de su variable:

∂

∂t
=

1

Tmax

∂

∂t̄
,

∂

∂r
=

1

R

∂

∂r̄
,

∂

∂z
=

1

H

∂

∂z̄
, (A.5)

y, para las segundas derivadas, ∂rr = R−2 ∂r̄r̄ y ∂zz = H−2 ∂z̄z̄.
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A.3. Forma adimensional de la ecuación interior

Sustituyendo (A.5) en (A.3) y trabajando sobre el campo escalado θ se obtiene

1

Tmax

∂θ

∂t̄
= α

Å
1

R2

∂2θ

∂r̄2
+

1

R2

1

r̄

∂θ

∂r̄
+

1

H2

∂2θ

∂z̄2

ã
+

Q̇(t)

ρcp Tsc
, (A.6)

donde se usó que 1
r
∂r =

1
Rr̄

· 1
R
∂r̄ = R−2 r̄−1∂r̄. Multiplicando (A.6) por Tmax y agrupando

los coeficientes adimensionales aparecen de forma natural los números de Fourier

FoR =
αTmax

R2
, FoH =

αTmax

H2
, (A.7)

que comparan el tiempo caracteŕıstico de difusión en cada dirección con el horizon-

te temporal del experimento, y controlan respectivamente la difusión radial y axial.

Definiendo además la fuente adimensional

S(t̄) =
Tmax

ρcp Tsc
Q̇(t), (A.8)

la ecuación queda

∂θ

∂t̄
− FoR

Å
∂2θ

∂r̄2
+

1

r̄

∂θ

∂r̄

ã
− FoH

∂2θ

∂z̄2
− S(t̄) = 0. (A.9)

A.3.1. Regularización de la singularidad en el eje

El término 1
r̄
∂r̄θ de (A.9) es singular en el eje r̄ = 0. Aunque la solución f́ısica es

regular alĺı, la condición de simetŕıa axial ∂r̄θ|r̄=0 = 0 garantiza que el cociente 1
r̄
∂r̄θ

tiene ĺımite finito, su evaluación numérica directa sobre puntos de colocación próximos

al eje es inestable. Para evitarlo se multiplica (A.9) por r̄, lo que elimina el denominador

sin alterar el conjunto de soluciones:

r̄
∂θ

∂t̄
− FoR

Å
r̄
∂2θ

∂r̄2
+
∂θ

∂r̄

ã
− FoH r̄

∂2θ

∂z̄2
− r̄ S(t̄) = 0. (A.10)

La expresión (A.10) es la forma adimensional regularizada que se emplea como residual

de la ecuación diferencial en la función de pérdida, y coincide con la ecuación (3.2) del

cuerpo. En r̄ = 0 todos sus términos se anulan de forma consistente, de modo que el
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residual está bien definido en todo el dominio, incluido el eje.

A.4. Adimensionalización de las condiciones de bor-

de

Las condiciones de borde f́ısicas se expresan en términos del flujo conductivo −k ∂T/∂n
sobre cada superficie. Al escalar la coordenada normal, el factor de escala correspon-

diente reaparece en el flujo y da lugar a los números de Biot.

A.4.1. Condición de Robin sobre la pared lateral

Sobre la pared lateral r = R (esto es, r̄ = 1), la normal exterior apunta en la dirección

radial y la condición convectiva −k ∂rT = β (T − Tenv) se escribe, usando (A.5) y

T = Tscθ + Tref ,

− k Tsc
R

∂θ

∂r̄

∣∣∣∣
r̄=1

= β Tsc
(
θ − θenv

)
, (A.11)

donde θenv = (Tenv − Tref)/Tsc es la temperatura ambiente adimensional. Dividiendo

(A.11) por k Tsc/R y reordenando aparece el número de Biot radial

BiR =
βR

k
, (A.12)

con lo que la condición adopta su forma adimensional

∂θ

∂r̄

∣∣∣∣
r̄=1

+ BiR
(
θ − θenv

)
= 0. (A.13)

A.4.2. Condición de Robin sobre las tapas

El mismo procedimiento sobre las tapas, con la normal en la dirección axial y la escala

de longitud H, define el número de Biot axial

BiH =
βH

k
. (A.14)

La diferencia entre la tapa superior y la inferior es el sentido de la normal exterior, que

invierte el signo del término de flujo. Para la tapa superior z̄ = 1, con normal saliente
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en +z̄,
∂θ

∂z̄

∣∣∣∣
z̄=1

+ BiH
(
θ − θenv

)
= 0, (A.15)

y para la tapa inferior z̄ = 0, con normal saliente en −z̄,

∂θ

∂z̄

∣∣∣∣
z̄=0

− BiH
(
θ − θenv

)
= 0. (A.16)

Las ecuaciones (A.13), (A.15) y (A.16) corresponden, respectivamente, a las condiciones

de borde convectivas del cuerpo sobre pared, tapa superior y tapa inferior.

A.4.3. Simetŕıa axial

Sobre el eje r̄ = 0, la axisimetŕıa impone flujo radial nulo, que en variables adimensio-

nales es simplemente
∂θ

∂r̄

∣∣∣∣
r̄=0

= 0. (A.17)

Esta condición es la que asegura, como se anticipó en la Sección A.3.1, que la solución

sea regular en el eje y que el residual regularizado (A.10) esté bien definido alĺı.

A.4.4. Casos de validación bajo Dirichlet

En los experimentos de validación con condición de Dirichlet, las superficies se fijan

directamente a la temperatura ambiente adimensional,

θ = θenv sobre pared y tapas. (A.18)

Esta condición se recupera como caso ĺımite de la de Robin cuando Bi → ∞: al dividir

(A.13) por BiR y hacer BiR → ∞, el término de gradiente se desvanece y queda θ = θenv,

consistente con que una convección infinitamente eficiente equilibra la superficie con el

ambiente de forma instantánea.

A.5. Escalado de la temperatura y de la fuente

Resta fijar la escala térmica Tsc y el desplazamiento Tref que definen θ, aśı como la

escala de la fuente. El desplazamiento Tref se elige de modo que la condición inicial
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quede normalizada; tomando Tref = T0, con T0 la temperatura inicial de la probeta, la

condición inicial adimensional es θ(r̄, z̄, 0) = θ0, que en varios experimentos se reduce a

θ0 = 0 y permite imponerla de forma exacta mediante una transformación de la salida

de la red. La escala Tsc se elige proporcional al rango térmico observado en los datos del

experimento, de manera que θ sea de orden unidad; en la fase experimental este factor

se adapta automáticamente al rango de cada caso.

Fijada Tsc, la escala de la fuente queda determinada por (A.8): el grupo Tmax/(ρcp Tsc)

convierte la potencia volumétrica Q̇(t) en la fuente adimensional S(t̄). En la práctica se

introduce un factor de escala de fuente ssc estimado a partir de la magnitud de los datos,

de modo que la salida de la red de fuente opere también en valores de orden unidad; la

curva f́ısica se recupera invirtiendo el escalado mediante Q̇(t) = ρcp Tsc S(t̄)/Tmax.
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Apéndice B

Derivación de la solución anaĺıtica

de referencia

Este anexo desarrolla la solución anaĺıtica de la ecuación de calor adimensional emplea-

da como referencia exacta en la Sección 3.6 y en la evaluación de los casos directos bajo

condición de Robin con ambiente constante. La derivación procede por separación de

variables sobre el problema axisimétrico con condiciones de borde convectivas: se cons-

truye una base de autofunciones, se proyectan sobre ella la condición inicial y la fuente,

y la evolución temporal de cada modo se resuelve mediante una integral de Duhamel.

La exposición es resumida y se concentra en los resultados que definen la solución; se

parte de la formulación adimensional regularizada obtenida en el Anexo A.

B.1. Planteamiento

Se considera la ecuación de calor adimensional sobre el dominio axisimétrico (r̄, z̄) ∈
[0, 1]2, con fuente S(t̄) uniforme en el espacio y temperatura ambiente θenv constante:

∂θ

∂t̄
= FoR

Å
∂2θ

∂r̄2
+

1

r̄

∂θ

∂r̄

ã
+ FoH

∂2θ

∂z̄2
+ S(t̄), (B.1)

sujeta a las condiciones de borde de Robin sobre la pared r̄ = 1 y las tapas z̄ ∈ {0, 1},
a la simetŕıa axial en r̄ = 0 y a una condición inicial uniforme θ(r̄, z̄, 0) = θ0.
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Conviene trabajar con el campo medido respecto del ambiente,

ϕ(r̄, z̄, t̄) = θ(r̄, z̄, t̄)− θenv, (B.2)

con lo que las condiciones de Robin se vuelven homogéneas, por ejemplo, en la pared,

∂r̄ϕ|r̄=1 + BiR ϕ|r̄=1 = 0 y la condición inicial pasa a ser ϕ(r̄, z̄, 0) = θ0 − θenv. La

ecuación (B.1) conserva su forma en ϕ, dado que θenv es constante. La homogeneización

de los bordes es la que habilita la expansión en autofunciones que sigue.

B.2. Separación de variables y problemas de auto-

valores

Se busca una base de autofunciones de la parte espacial de (B.1) que sea separable en

las coordenadas radial y axial,

ψnm(r̄, z̄) = Rn(r̄)Zm(z̄). (B.3)

B.2.1. Parte radial: autofunciones de Bessel

Sustituyendo (B.3) en el operador radial de (B.1) se obtiene, para Rn, la ecuación de

Bessel de orden cero

R′′
n +

1

r̄
R′

n + β2
nRn = 0, (B.4)

cuya solución regular en el eje es la función de Bessel de primera especie

Rn(r̄) = J0(βn r̄). (B.5)

La segunda solución independiente, Y0, se descarta por ser singular en r̄ = 0, lo que

equivale a imponer la simetŕıa axial ∂r̄ϕ|r̄=0 = 0. Los autovalores βn quedan fijados

por la condición de Robin en la pared r̄ = 1. Usando la identidad J ′
0(x) = −J1(x), la

condición R′
n(1) + BiR Rn(1) = 0 conduce a la ecuación trascendente

βn J1(βn) = BiR J0(βn), (B.6)
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cuyas ráıces positivas {βn}n≥1 se obtienen numéricamente. Las autofunciones radiales

son ortogonales con peso r̄ y su norma es

N r
n =

∫ 1

0

J0(βnr̄)
2 r̄ dr̄ = 1

2

(
J0(βn)

2 + J1(βn)
2
)
. (B.7)

B.2.2. Parte axial: modos cosenoidales

Para la parte axial, la simetŕıa del problema respecto del plano medio z̄ = 1
2
, ambas

tapas comparten el mismo BiH , sugiere expresar los modos centrados en esa altura,

Zm(z̄) = cos
(
γm (z̄ − 1

2
)
)
, (B.8)

que satisfacen Z ′′
m + γ2m Zm = 0. Imponer la condición de Robin sobre cualquiera de las

tapas da la ecuación trascendente de los autovalores axiales

γm tan
(
γm/2

)
= BiH , (B.9)

cuyas ráıces {γm}m≥1 corresponden a los modos simétricos respecto del plano medio.

La norma de estos modos es

N z
m =

∫ 1

0

cos2
(
γm(z̄ − 1

2
)
)
dz̄ = 1

2
+

sin γm
2 γm

. (B.10)

B.3. Proyección de la condición inicial y de la fuente

El campo se expande en la base de autofunciones,

ϕ(r̄, z̄, t̄) =
∑
n

∑
m

cnm(t̄) J0(βnr̄) cos
(
γm(z̄ − 1

2
)
)
, (B.11)

con coeficientes temporales cnm(t̄) por determinar. Tanto la condición inicial como la

fuente, ambas uniformes en el espacio, se proyectan sobre la base mediante los productos

internos con peso r̄ en lo radial y peso unidad en lo axial. La proyección de una constante
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espacial unitaria sobre cada modo define el coeficiente

Pnm =
1

N r
n

∫ 1

0

J0(βnr̄) r̄ dr̄︸ ︷︷ ︸
= J1(βn)/βn

/
N r

n

· 1

N z
m

∫ 1

0

cos
(
γm(z̄ − 1

2
)
)
dz̄︸ ︷︷ ︸

= (2/γm) sin(γm/2)
/
N z

m

, (B.12)

donde se usaron las integrales
∫ 1

0
J0(βnr̄) r̄ dr̄ = J1(βn)/βn y

∫ 1

0
cos

(
γm(z̄ − 1

2
)
)
dz̄ =

(2/γm) sin(γm/2). El coeficiente Pnm es, por tanto, el peso con que una distribución

espacialmente uniforme, sea la condición inicial, sea la fuente instantánea, carga sobre

el modo (n,m).

B.4. Evolución temporal: integral de Duhamel

Sustituyendo la expansión (B.11) en (B.1) y proyectando sobre el modo (n,m), cada

coeficiente cnm(t̄) satisface una ecuación diferencial ordinaria de primer orden, desaco-

plada de los demás modos,

dcnm
dt̄

+ λnm cnm = Pnm S(t̄), λnm = FoR β
2
n + FoH γ

2
m, (B.13)

donde la tasa de decaimiento λnm combina la difusión radial y axial del modo. La

solución de (B.13), con condición inicial cnm(0) dada por la proyección del estado inicial,

es la integral de Duhamel

cnm(t̄) = cnm(0) e
−λnm t̄ + Pnm

∫ t̄

0

e−λnm(t̄−τ) S(τ) dτ, (B.14)

con

cnm(0) =
(
θ0 − θenv

)
Pnm. (B.15)

El primer término de (B.14) describe el decaimiento del estado inicial hacia el equilibrio

con el ambiente; el segundo, la respuesta forzada acumulada de la fuente, ponderada

por el núcleo exponencial de memoria e−λnm(t̄−τ).
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B.5. Solución y evaluación numérica

Reconstruyendo (B.11) y deshaciendo el corrimiento (B.2), la solución anaĺıtica es

θ(r̄, z̄, t̄) = θenv +
M∑
n=1

N∑
m=1

cnm(t̄) J0(βnr̄) cos
(
γm(z̄ − 1

2
)
)
, (B.16)

con cnm(t̄) dado por (B.14). La serie se trunca aM modos radiales y N axiales, número

suficiente para alcanzar la convergencia en el rango de números de Fourier y Biot de

los experimentos.

En la práctica, las ráıces βn y γm se obtienen resolviendo numéricamente las ecuaciones

trascendentes (B.6) y (B.9), y la integral de convolución (B.14) se evalúa sobre una grilla

temporal uniforme {t̄k} mediante una recurrencia con regla trapezoidal. Definiendo

fnm(t̄) = Pnm S(t̄) y el factor de propagación de un paso Enm = e−λnm ∆t̄, la recurrencia

es

cnm(t̄k+1) = Enm cnm(t̄k) + 1
2
∆t̄

(
Enm fnm(t̄k) + fnm(t̄k+1)

)
, (B.17)

inicializada con cnm(t̄0) = (θ0 − θenv)Pnm. El campo en cualquier punto (r̄, z̄, t̄) se

recupera evaluando (B.16) con los coeficientes interpolados sobre la grilla temporal.

La derivación supone temperatura ambiente θenv constante, condición que habilita la

homogeneización de los bordes en (B.2) y el desacople modal de (B.13). Cuando la

temperatura ambiente vaŕıa en el tiempo, el corrimiento por una constante deja de ho-

mogeneizar las condiciones de borde y la expansión en autofunciones con autovalores

fijos pierde validez. Por ese motivo, la solución anaĺıtica se emplea como referencia exac-

ta únicamente en los experimentos con ambiente constante; en los casos con ambiente

variable la referencia de validación es la simulación de elementos finitos.
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Apéndice C

Configuración experimental y de

sensores

Este anexo reúne los parámetros que definen la configuración de los experimentos y

que dan reproducibilidad a la metodoloǵıa: las propiedades f́ısicas de la probeta y del

material, los grupos adimensionales que de ellas se derivan, las coordenadas de los nodos

sensorizados y las configuraciones de sensores empleadas en cada fase, los niveles de

ruido y los hiperparámetros base de las redes. Los valores corresponden a la formulación

adimensional del Anexo A y a la solución anaĺıtica del Anexo B.

C.1. Parámetros f́ısicos

La probeta ciĺındrica modelada y las propiedades termof́ısicas del material se resumen

en la Tabla C.1. Estos valores definen la geometŕıa del dominio, la difusividad térmica

α = k/(ρcp) y el intercambio convectivo en las superficies.

El horizonte temporal Tmax no es fijo: se ajusta en cada experimento según la escala

temporal de la fuente de referencia, lo que a su vez determina la adimensionalización del

tiempo. Por ello, los números de Fourier FoR = αTmax/R
2 y FoH = αTmax/H

2 vaŕıan

entre experimentos, mientras que los números de Biot BiR = βR/k y BiH = βH/k, al

depender solo de propiedades fijas, son comunes a todos los casos:

BiR =
βR

k
≈ 0,0602, BiH =

βH

k
≈ 0,2407. (C.1)
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Parámetro Śımbolo Valor

Radio de la probeta R 0,0375m
Altura de la probeta H 0,150m
Conductividad térmica k 1,495 83× 10−3

Densidad ρ 2476,0
Calor espećıfico cp 1,023
Producto ρcp ρcp 2532,95
Difusividad térmica α 5,906× 10−7

Coef. de transferencia (Robin) β 2,4× 10−3

Temperatura ambiente (constante) Tenv 20 ◦C

Tabla C.1: Parámetros f́ısicos de la probeta y del material.

A modo de referencia, para el horizonte del caso base (Tmax = 10 000 s) los números de

Fourier toman los valores FoR ≈ 4,20 y FoH ≈ 0,26.

C.2. Configuraciones de sensores

Los datos de temperatura provienen de nodos sensorizados del modelo de elementos

finitos, situados sobre el plano axisimétrico (r, z) de la probeta. Cada configuración

de sensores selecciona un subconjunto de esos nodos como datos de entrenamiento;

los nodos no seleccionados quedan como conjunto held-out para los diagnósticos de

generalización. Las dos fases de la investigación emplearon mallas de nodos distintas,

con numeración y densidad radial propias, por lo que se documentan por separado.

C.2.1. Fase exploratoria

La fase exploratoria, en la que se validó la inversión bajo condición de Dirichlet redu-

ciendo progresivamente la cobertura, empleó el conjunto de doce nodos de la Tabla C.2.

Las configuraciones de sensores N = 12, 6, 4, 3, 1 seleccionan los subconjuntos indicados

en la Tabla C.3.

C.2.2. Fase experimental

La fase experimental, en la que se realizó la identificación inversa bajo condición de Ro-

bin, empleó el conjunto de nueve nodos de la Tabla C.4, cuya disposición sobre el plano
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ID nodo r [m] z [m] (r̄, z̄)

113 0,000000 0,075000 (0,000; 0,500)
940 0,019625 0,075000 (0,523; 0,500)
943 0,035696 0,075000 (0,952; 0,500)
116 0,000000 0,102806 (0,000; 0,685)
958 0,019625 0,102806 (0,523; 0,685)
982 0,019625 0,129920 (0,523; 0,866)
961 0,035696 0,102806 (0,952; 0,685)
120 0,000000 0,129920 (0,000; 0,866)
985 0,035696 0,129920 (0,952; 0,866)
124 0,000000 0,145652 (0,000; 0,971)
1006 0,019625 0,145652 (0,523; 0,971)
1009 0,035696 0,145652 (0,952; 0,971)

Tabla C.2: Coordenadas de los nodos sensorizados de la fase exploratoria.

N Nodos seleccionados

12 todos los nodos de la Tabla C.2
6 113, 943, 958, 120, 1006, 1009
4 113, 943, 124, 1009
3 113, 943, 124
1 124

Tabla C.3: Subconjuntos de nodos por configuración de sensores en la fase exploratoria.

axisimétrico de la probeta se ilustra en la Figura 4.6 del cuerpo. Las configuraciones de

sensores se denotan A, B, C y D, con cobertura decreciente de nueve a un único nodo,

según la Tabla C.5. La configuración A, que emplea los nueve nodos, es la del caso base

de referencia.

C.3. Niveles de ruido

A las mediciones de temperatura se les añadió ruido gaussiano aditivo de media nula

y desviación estándar creciente, para evaluar la robustez de la reconstrucción frente

a la incertidumbre instrumental. Los cuatro niveles empleados se identifican con las

etiquetas de la Tabla C.6.
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ID nodo r [m] z [m] (r̄, z̄)

113 0,000000 0,075000 (0,000; 0,500)
941 0,026764 0,075000 (0,714; 0,500)
943 0,035696 0,075000 (0,952; 0,500)
117 0,000000 0,110652 (0,000; 0,738)
965 0,026764 0,110652 (0,714; 0,738)
967 0,035696 0,110652 (0,952; 0,738)
125 0,000000 0,147806 (0,000; 0,985)
1013 0,026764 0,147806 (0,714; 0,985)
1015 0,035696 0,147806 (0,952; 0,985)

Tabla C.4: Coordenadas de los nodos sensorizados de la fase experimental.

Config. N Nodos seleccionados

A 9 113, 941, 965, 1013, 943, 967, 117, 125, 1015
B 4 1015, 125, 113, 943
C 3 125, 1015, 943
D 1 943

Tabla C.5: Subconjuntos de nodos por configuración de sensores en la fase experimental.

C.4. Hiperparámetros base

La Tabla C.7 reúne los hiperparámetros base de las dos redes de la configuración inversa:

la red de campo de temperatura uθ y la red de fuente sϕ. Estos valores constituyen la

configuración de referencia; para experimentos espećıficos, en particular los de la curva

de Arrieta, la profundidad y el ancho de la red y la densidad de puntos de colocación

se modificaron según el estudio de sensibilidad correspondiente, lo que se documenta

en cada caso.

Los pesos de los términos de la función de pérdida se fijan de forma emṕırica por

experimento. En la configuración de referencia toman los valores wdata = 100, wpde = 10,

wwall = 10, wtop = wbot = 5, wsym = 1 y wic = 100. El factor de escala de temperatura

Tsc y el de la fuente ssc se adaptan automáticamente al rango térmico y a la magnitud

de los datos de cada experimento, según se describió en el Anexo A.
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Config. σ [◦C] Descripción

A 0,0 sin ruido (datos limpios)
B 0,5 ruido bajo
C 1,0 ruido moderado
D 2,0 ruido alto

Tabla C.6: Niveles de ruido de medición.

Hiperparámetro Red de campo uθ Red de fuente sϕ

Capas ocultas 6 4
Neuronas por capa 256 64
Dimensión del embedding de Fourier 64 32
Escala del embedding de Fourier 1,0 5,0

Parámetros comunes de entrenamiento
Bloques causales 32
Parámetro causal ε 0,01
Learning rate inicial 5× 10−4

Decaimiento del learning rate exponencial (× 0,9 cada 8000 pasos)
Recorte de gradiente (norma global) 1,0
Pasos de entrenamiento 40 000
Tamaño de lote (interior / borde / inicial) 4096 / 1024 / 1024
Fracción de muestreo por importancia 0,5
Fracción de validación held-out 0,15

Tabla C.7: Hiperparámetros base de las redes en la configuración inversa.
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Apéndice D

Plan completo de experimentos y

resultados

Este anexo recopila la totalidad de los resultados de la fase experimental del estudio.

Cada corrida corresponde a una combinación de fuente interna, condición ambiental,

configuración de sensores y nivel de ruido, evaluada bajo condición de borde de Robin.

Las métricas se obtuvieron procesando los registros individuales de cada experimento.

Para cada corrida se reportan: el error de reconstrucción del campo de temperatura

(RMSE y coeficiente de determinación R2 del problema directo), la calidad de la fuente

recuperada (R2 de la fuente, error relativo de enerǵıa y error relativo del valor pico),

el cociente de pérdida validación/entrenamiento como diagnóstico de sobreajuste, y el

tiempo de cómputo. Las configuraciones de sensores (A–D) y de ruido (A–D) son las

definidas en el Anexo C.

Los resultados se presentan primero agrupados por campaña experimental (Sección D.1),

lo que facilita la comparación dentro de cada escenario, y luego de forma consolidada

en una tabla maestra (Sección D.2).

D.1. Resultados por campaña

D.1.1. Barridos sensor–ruido

Las campañas con cobertura completa del espacio sensor–ruido (cuatro configuraciones

de sensores por cuatro niveles de ruido) se presentan en las Tablas D.1–D.6.
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Sens. Ruido N RMSEfwd R2
fwd R2

src Eerr [ %] pico [%] t [s]

A A 9 0.0035 1.00000 1.0000 0.11 0.46 1322
A B 9 0.0559 0.99986 0.9993 0.21 0.82 714
A C 9 0.1119 0.99946 0.9979 0.03 1.47 698
A D 9 0.2895 0.99637 0.9903 0.97 3.26 614
B A 4 0.0052 1.00000 1.0000 0.04 0.96 1246
B B 4 0.0727 0.99977 0.9981 0.45 1.85 623
B C 4 0.1415 0.99913 0.9928 0.29 5.05 598
B D 4 0.4243 0.99219 0.9423 0.82 14.31 718
C A 3 0.0060 1.00000 1.0000 0.09 0.81 1268
C B 3 0.0732 0.99977 0.9987 1.53 0.41 621
C C 3 0.1388 0.99917 0.9949 2.28 0.83 637
C D 3 0.4067 0.99283 0.9417 4.54 5.28 880
D A 1 0.0052 1.00000 1.0000 0.12 0.87 1488
D B 1 0.0695 0.99979 0.9961 0.79 5.38 877
D C 1 0.1389 0.99916 0.9905 0.57 9.37 594
D D 1 0.3477 0.99476 0.9132 0.39 45.33 907

Tabla D.1: Resultados de la campaña: Fuente gaussiana 1, ambiente constante.

Sens. Ruido N RMSEfwd R2
fwd R2

src Eerr [ %] pico [%] t [s]

A A 9 0.0122 1.00000 0.9988 0.34 0.50 1836
A B 9 0.0362 0.99999 0.9986 0.87 0.17 1420
A C 9 0.0748 0.99997 0.9983 1.61 1.27 1138
A D 9 0.1496 0.99989 0.9966 3.43 4.23 773
B A 4 0.1777 0.99985 0.9959 1.97 6.79 661
B B 4 0.0986 0.99995 0.9979 0.29 4.39 841
B C 4 0.1336 0.99991 0.9978 0.50 3.21 660
B D 4 0.2056 0.99980 0.9961 2.14 4.63 769
C A 3 0.0181 1.00000 0.9988 0.24 0.59 1372
C B 3 0.0557 0.99999 0.9985 0.10 1.35 1230
C C 3 0.1084 0.99994 0.9979 0.32 2.29 1165
C D 3 0.2364 0.99973 0.9958 3.76 3.76 748
D A 1 0.0519 0.99999 0.9988 0.35 1.00 1265
D B 1 0.2190 0.99977 0.9970 1.96 5.03 913
D C 1 0.3901 0.99927 0.9939 4.70 8.68 648
D D 1 0.4801 0.99889 0.9928 3.02 10.04 595

Tabla D.2: Resultados de la campaña: Fuente gaussiana 2, ambiente constante.
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Sens. Ruido N RMSEfwd R2
fwd R2

src Eerr [ %] pico [%] t [s]

A A 9 0.1210 0.99995 0.9740 0.70 0.17 902
A B 9 0.1084 0.99996 0.9765 0.43 0.70 943
A C 9 0.0949 0.99997 0.9877 1.31 4.01 1917
A D 9 0.1896 0.99989 0.9725 1.35 3.46 899
B A 4 0.1335 0.99994 0.9765 0.66 0.01 945
B B 4 0.2313 0.99983 0.9600 1.51 0.74 669
B C 4 0.1437 0.99993 0.9734 0.68 2.13 944
B D 4 0.2357 0.99982 0.9752 2.13 1.21 976
C A 3 0.1047 0.99997 0.9776 0.71 0.36 948
C B 3 0.1505 0.99993 0.9743 3.32 1.51 903
C C 3 0.1219 0.99995 0.9788 1.80 0.55 1061
C D 3 0.2213 0.99985 0.9698 1.98 0.72 734
D A 1 0.2651 0.99978 0.9716 1.75 0.39 867
D B 1 0.3291 0.99966 0.9638 2.10 2.38 724
D C 1 0.4328 0.99941 0.9600 3.30 3.30 668
D D 1 0.4478 0.99937 0.9614 3.15 3.52 699

Tabla D.3: Resultados de la campaña: Fuente rectangular, ambiente constante.

Sens. Ruido N RMSEfwd R2
fwd R2

src Eerr [ %] pico [%] t [s]

A A 9 0.0115 0.99999 0.9991 8.18 1.29 1240
A B 9 0.0537 0.99987 0.9983 7.90 2.98 689
A C 9 0.1097 0.99948 0.9972 7.75 2.23 639
A D 9 0.2703 0.99683 0.9854 7.93 0.76 667
B A 4 0.0471 0.99990 0.9990 8.36 1.45 1087
B B 4 0.0927 0.99963 0.9975 7.91 1.44 621
B C 4 0.1598 0.99889 0.9919 7.91 4.46 618
B D 4 0.4169 0.99246 0.9481 5.81 12.07 675
C A 3 0.0575 0.99986 0.9990 8.27 1.73 980
C B 3 0.0966 0.99960 0.9978 7.10 1.68 690
C C 3 0.1833 0.99854 0.9926 8.05 0.53 709
C D 3 0.3543 0.99456 0.9603 1.71 4.88 688
D A 1 0.0666 0.99981 0.9991 8.06 1.50 1490
D B 1 0.0910 0.99964 0.9963 7.31 3.99 858
D C 1 0.1488 0.99904 0.9886 8.20 9.65 656
D D 1 0.3422 0.99492 0.9312 5.02 38.41 759

Tabla D.4: Resultados de la campaña: Fuente gaussiana 1, ambiente constante (repeti-
ción).
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Sens. Ruido N RMSEfwd R2
fwd R2

src Eerr [ %] pico [%] t [s]

A A 9 0.0489 0.99919 0.9213 15.65 20.87 1830
A B 9 0.0612 0.99874 0.8900 19.72 24.67 1718
A C 9 0.0959 0.99690 0.8411 23.99 25.05 1232
A D 9 0.1452 0.99288 0.6448 34.80 22.49 975
B A 4 0.0478 0.99923 0.9665 9.06 11.23 1778
B B 4 0.0904 0.99724 0.8853 11.84 12.88 1149
B C 4 0.1109 0.99585 0.8174 12.37 8.13 1085
B D 4 0.2003 0.98646 0.5372 7.54 16.05 729
C A 3 0.0941 0.99701 0.7778 16.26 32.88 1271
C B 3 0.1047 0.99630 0.7768 10.16 35.40 1377
C C 3 0.1847 0.98848 0.5277 12.91 48.76 992
C D 3 0.3336 0.96245 0.0093 14.67 57.11 736
D A 1 0.2466 0.97947 0.8036 13.02 33.81 1734
D B 1 0.4834 0.92115 0.4625 13.72 46.04 1440
D C 1 1.0574 0.62266 -1.9270 48.24 48.19 760
D D 1 1.1797 0.53031 -3.1444 78.46 53.63 702

Tabla D.5: Resultados de la campaña: Fuente de Arrieta, ambiente constante.

Sens. Ruido N RMSEfwd R2
fwd R2

src Eerr [ %] pico [%] t [s]

A A 9 0.1488 0.99584 0.5641 34.17 29.09 1872
A B 9 0.1690 0.99464 0.6898 32.25 26.93 1863
A C 9 0.1937 0.99295 0.5669 38.65 30.89 1863
A D 9 0.2176 0.99111 0.3999 45.03 32.53 1857
B A 4 0.1563 0.99541 0.4831 24.98 29.45 1817
B B 4 0.1779 0.99406 0.5087 23.39 20.00 1821
B C 4 0.2034 0.99223 0.4500 22.12 31.13 1855
B D 4 0.2812 0.98515 0.2954 15.30 25.65 1821
C A 3 0.2484 0.98841 0.0814 34.46 29.98 1794
C B 3 0.2855 0.98468 0.0349 33.27 29.54 1776
C C 3 0.2964 0.98350 0.0586 27.81 32.95 1761
C D 3 0.3911 0.97127 -0.2168 16.71 22.92 1799
D A 1 1.3203 0.67256 -2.2942 43.55 3.64 1750
D B 1 1.4273 0.61731 -3.6306 44.68 15.98 1782
D C 1 1.3657 0.64963 -2.7335 41.90 0.70 1741
D D 1 1.4113 0.62584 -2.7501 42.44 3.29 1751

Tabla D.6: Resultados de la campaña: Fuente de Arrieta, ambiente sinusoidal 20±5 ◦C.
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Campaña n Mediana Mı́n. Máx.

Gauss 1 / ambiente constante 35 11,9 9,9 26,3
Gauss 2 / ambiente constante 16 14,6 9,9 30,6
Rectangular / ambiente constante 16 15,0 11,1 32,0
Arrieta / ambiente constante 16 19,8 11,7 30,5
Arrieta / ambiente senoidal ±5℃ 16 30,1 29,0 31,2
Otros casos puntuales1 12 26,0 13,7 64,0

Total 111 17,7 9,9 64,0

Tabla D.7: Tiempo de cómputo en minutos de la identificación inversa por campaña.
Todas las corridas se ejecutaron en una GPU NVIDIA GeForce RTX 4060 Ti, con 40 000
pasos de optimización y sin refinamiento L-BFGS. Los tiempos están en minutos.

D.1.2. Casos puntuales

Las campañas evaluadas en una única configuración de referencia (sensores A, sin ruido)

se reúnen en la Tabla D.8.

Campaña RMSEfwd R2
fwd R2

src Eerr [ %] pico [%] val/tr t [s]

Gaussiana 3 0.0038 1.00000 1.0000 0.07 0.85 1.04 1569
Gaussiana 4 0.0033 1.00000 1.0000 0.00 0.70 1.00 1264
Gaussiana 5 0.0068 1.00000 0.9999 0.09 1.27 1.06 824
Gaussiana 1 (rep. 1) 0.0060 1.00000 0.9998 4.12 0.51 1.00 1579
Gaussiana 1 (rep. 2) 0.0109 0.99999 0.9991 8.07 0.12 1.00 1467
Gaussiana 1 (rep. 3) 0.0065 1.00000 0.9998 3.90 0.78 0.98 1328
Arrieta seno ±2 0.0579 0.99873 0.9218 15.50 19.48 1.01 1905
Arrieta seno ±1 0.0468 0.99915 0.9614 8.91 12.78 1.00 1881

Tabla D.8: Resultados de los casos puntuales evaluados en configuración de referencia
(sensores A, ruido A).

D.1.3. Estudio de ablación

El estudio de ablación evaluó la sensibilidad de la reconstrucción a la profundidad de

la red de campo, a su ancho y a la densidad de puntos de colocación, manteniendo fijos

la fuente (Arrieta), la configuración de sensores (B), el nivel de ruido (B) y el resto de

hiperparámetros. La Tabla D.9 resume las siete variantes.

1Gauss 3–5, ambiente senoidal ±1 y ±2℃ y el estudio de ablación de arquitectura.
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Variante RMSEfwd R2
fwd R2

src Eerr [ %] pico [%] t [s]

Base 0.0861 0.9972 0.8751 11.34 19.86 1550
Prof. alta 0.0784 0.9977 0.8536 15.51 24.36 2202
Prof. baja 0.0766 0.9978 0.9294 2.86 6.22 1447
Ancho alto 0.1203 0.9945 0.4240 47.04 50.92 3265
Ancho bajo 0.0815 0.9975 0.9230 2.70 8.34 1162
Densidad alta 0.0871 0.9971 0.8941 6.85 10.01 3839
Densidad baja 0.0798 0.9976 0.7636 26.38 34.03 1063

Tabla D.9: Estudio de ablación sobre profundidad, ancho y densidad de colocación
(fuente de Arrieta, ambiente senoidal de ±1 ◦C, sensores B, ruido B).
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D.2. Tabla maestra consolidada

La Tabla D.10 consolida la totalidad de las corridas de la fase experimental en un único

listado, ordenadas por campaña y configuración.

Tabla D.10: Resultados consolidados de todas las corridas de la fase

experimental.

Camp. Config. RMSEfwd R2
fwd R2

src Eerr [ %] pico [%] val/tr t [s]

1 sens A, ruido A 0.0035 1.00000 1.0000 0.11 0.46 1.05 1322

sens A, ruido B 0.0559 0.99986 0.9993 0.21 0.82 1.00 714

sens A, ruido C 0.1119 0.99946 0.9979 0.03 1.47 1.00 698

sens A, ruido D 0.2895 0.99637 0.9903 0.97 3.26 1.01 614

sens B, ruido A 0.0052 1.00000 1.0000 0.04 0.96 1.15 1246

sens B, ruido B 0.0727 0.99977 0.9981 0.45 1.85 1.01 623

sens B, ruido C 0.1415 0.99913 0.9928 0.29 5.05 1.01 598

sens B, ruido D 0.4243 0.99219 0.9423 0.82 14.31 0.99 718

sens C, ruido A 0.0060 1.00000 1.0000 0.09 0.81 1.13 1268

sens C, ruido B 0.0732 0.99977 0.9987 1.53 0.41 0.96 621

sens C, ruido C 0.1388 0.99917 0.9949 2.28 0.83 0.96 637

sens C, ruido D 0.4067 0.99283 0.9417 4.54 5.28 1.01 880

sens D, ruido A 0.0052 1.00000 1.0000 0.12 0.87 1.13 1488

sens D, ruido B 0.0695 0.99979 0.9961 0.79 5.38 1.14 877

sens D, ruido C 0.1389 0.99916 0.9905 0.57 9.37 1.21 594

sens D, ruido D 0.3477 0.99476 0.9132 0.39 45.33 1.03 907

2 sens A, ruido A 0.0122 1.00000 0.9988 0.34 0.50 1.02 1836

sens A, ruido B 0.0362 0.99999 0.9986 0.87 0.17 1.01 1420

sens A, ruido C 0.0748 0.99997 0.9983 1.61 1.27 1.02 1138

sens A, ruido D 0.1496 0.99989 0.9966 3.43 4.23 1.01 773

sens B, ruido A 0.1777 0.99985 0.9959 1.97 6.79 0.94 661

sens B, ruido B 0.0986 0.99995 0.9979 0.29 4.39 1.01 841

sens B, ruido C 0.1336 0.99991 0.9978 0.50 3.21 1.02 660

sens B, ruido D 0.2056 0.99980 0.9961 2.14 4.63 1.02 769

sens C, ruido A 0.0181 1.00000 0.9988 0.24 0.59 1.01 1372

sens C, ruido B 0.0557 0.99999 0.9985 0.10 1.35 1.02 1230

sens C, ruido C 0.1084 0.99994 0.9979 0.32 2.29 1.00 1165

sens C, ruido D 0.2364 0.99973 0.9958 3.76 3.76 1.01 748

continúa en la página siguiente
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Tabla D.10 – continuación

Camp. Config. RMSEfwd R2
fwd R2

src Eerr [ %] pico [%] val/tr t [s]

sens D, ruido A 0.0519 0.99999 0.9988 0.35 1.00 0.87 1265

sens D, ruido B 0.2190 0.99977 0.9970 1.96 5.03 1.05 913

sens D, ruido C 0.3901 0.99927 0.9939 4.70 8.68 0.99 648

sens D, ruido D 0.4801 0.99889 0.9928 3.02 10.04 1.01 595

3 sens A, ruido A 0.1210 0.99995 0.9740 0.70 0.17 1.05 902

sens A, ruido B 0.1084 0.99996 0.9765 0.43 0.70 1.05 943

sens A, ruido C 0.0949 0.99997 0.9877 1.31 4.01 1.01 1917

sens A, ruido D 0.1896 0.99989 0.9725 1.35 3.46 1.01 899

sens B, ruido A 0.1335 0.99994 0.9765 0.66 0.01 0.97 945

sens B, ruido B 0.2313 0.99983 0.9600 1.51 0.74 0.98 669

sens B, ruido C 0.1437 0.99993 0.9734 0.68 2.13 0.97 944

sens B, ruido D 0.2357 0.99982 0.9752 2.13 1.21 1.01 976

sens C, ruido A 0.1047 0.99997 0.9776 0.71 0.36 0.92 948

sens C, ruido B 0.1505 0.99993 0.9743 3.32 1.51 0.96 903

sens C, ruido C 0.1219 0.99995 0.9788 1.80 0.55 1.03 1061

sens C, ruido D 0.2213 0.99985 0.9698 1.98 0.72 0.99 734

sens D, ruido A 0.2651 0.99978 0.9716 1.75 0.39 1.02 867

sens D, ruido B 0.3291 0.99966 0.9638 2.10 2.38 1.10 724

sens D, ruido C 0.4328 0.99941 0.9600 3.30 3.30 1.10 668

sens D, ruido D 0.4478 0.99937 0.9614 3.15 3.52 1.05 699

4 sens A, ruido A 0.0038 1.00000 1.0000 0.07 0.85 1.04 1569

5 sens A, ruido A 0.0033 1.00000 1.0000 0.00 0.70 1.00 1264

6 sens A, ruido A 0.0068 1.00000 0.9999 0.09 1.27 1.06 824

7 sens A, ruido A 0.0115 0.99999 0.9991 8.18 1.29 1.01 1240

sens A, ruido B 0.0537 0.99987 0.9983 7.90 2.98 1.00 689

sens A, ruido C 0.1097 0.99948 0.9972 7.75 2.23 0.99 639

sens A, ruido D 0.2703 0.99683 0.9854 7.93 0.76 1.03 667

sens B, ruido A 0.0471 0.99990 0.9990 8.36 1.45 1.08 1087

sens B, ruido B 0.0927 0.99963 0.9975 7.91 1.44 1.01 621

sens B, ruido C 0.1598 0.99889 0.9919 7.91 4.46 1.01 618

sens B, ruido D 0.4169 0.99246 0.9481 5.81 12.07 1.01 675

sens C, ruido A 0.0575 0.99986 0.9990 8.27 1.73 1.00 980

sens C, ruido B 0.0966 0.99960 0.9978 7.10 1.68 0.97 690

continúa en la página siguiente
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Tabla D.10 – continuación

Camp. Config. RMSEfwd R2
fwd R2

src Eerr [ %] pico [%] val/tr t [s]

sens C, ruido C 0.1833 0.99854 0.9926 8.05 0.53 0.97 709

sens C, ruido D 0.3543 0.99456 0.9603 1.71 4.88 1.00 688

sens D, ruido A 0.0666 0.99981 0.9991 8.06 1.50 0.97 1490

sens D, ruido B 0.0910 0.99964 0.9963 7.31 3.99 1.17 858

sens D, ruido C 0.1488 0.99904 0.9886 8.20 9.65 1.18 656

sens D, ruido D 0.3422 0.99492 0.9312 5.02 38.41 1.00 759

8 sens A, ruido A 0.0060 1.00000 0.9998 4.12 0.51 1.00 1579

9 sens A, ruido A 0.0109 0.99999 0.9991 8.07 0.12 1.00 1467

10 sens A, ruido A 0.0065 1.00000 0.9998 3.90 0.78 0.98 1328

11 sens A, ruido A 0.0489 0.99919 0.9213 15.65 20.87 1.00 1830

sens A, ruido B 0.0612 0.99874 0.8900 19.72 24.67 1.01 1718

sens A, ruido C 0.0959 0.99690 0.8411 23.99 25.05 1.01 1232

sens A, ruido D 0.1452 0.99288 0.6448 34.80 22.49 1.00 975

sens B, ruido A 0.0478 0.99923 0.9665 9.06 11.23 1.00 1778

sens B, ruido B 0.0904 0.99724 0.8853 11.84 12.88 1.03 1149

sens B, ruido C 0.1109 0.99585 0.8174 12.37 8.13 1.00 1085

sens B, ruido D 0.2003 0.98646 0.5372 7.54 16.05 0.99 729

sens C, ruido A 0.0941 0.99701 0.7778 16.26 32.88 0.97 1271

sens C, ruido B 0.1047 0.99630 0.7768 10.16 35.40 1.00 1377

sens C, ruido C 0.1847 0.98848 0.5277 12.91 48.76 1.01 992

sens C, ruido D 0.3336 0.96245 0.0093 14.67 57.11 0.98 736

sens D, ruido A 0.2466 0.97947 0.8036 13.02 33.81 1.02 1734

sens D, ruido B 0.4834 0.92115 0.4625 13.72 46.04 1.02 1440

sens D, ruido C 1.0574 0.62266 -1.9270 48.24 48.19 0.98 760

sens D, ruido D 1.1797 0.53031 -3.1444 78.46 53.63 0.94 702

12 sens A, ruido A 0.1488 0.99584 0.5641 34.17 29.09 1.00 1872

sens A, ruido B 0.1690 0.99464 0.6898 32.25 26.93 1.03 1863

sens A, ruido C 0.1937 0.99295 0.5669 38.65 30.89 1.03 1863

sens A, ruido D 0.2176 0.99111 0.3999 45.03 32.53 1.02 1857

sens B, ruido A 0.1563 0.99541 0.4831 24.98 29.45 1.08 1817

sens B, ruido B 0.1779 0.99406 0.5087 23.39 20.00 1.01 1821

sens B, ruido C 0.2034 0.99223 0.4500 22.12 31.13 0.99 1855

sens B, ruido D 0.2812 0.98515 0.2954 15.30 25.65 0.97 1821

continúa en la página siguiente
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Tabla D.10 – continuación

Camp. Config. RMSEfwd R2
fwd R2

src Eerr [ %] pico [%] val/tr t [s]

sens C, ruido A 0.2484 0.98841 0.0814 34.46 29.98 0.99 1794

sens C, ruido B 0.2855 0.98468 0.0349 33.27 29.54 1.02 1776

sens C, ruido C 0.2964 0.98350 0.0586 27.81 32.95 1.03 1761

sens C, ruido D 0.3911 0.97127 -0.2168 16.71 22.92 1.02 1799

sens D, ruido A 1.3203 0.67256 -2.2942 43.55 3.64 1.01 1750

sens D, ruido B 1.4273 0.61731 -3.6306 44.68 15.98 1.10 1782

sens D, ruido C 1.3657 0.64963 -2.7335 41.90 0.70 1.12 1741

sens D, ruido D 1.4113 0.62584 -2.7501 42.44 3.29 1.15 1751

13 sens A, ruido A 0.0579 0.99873 0.9218 15.50 19.48 1.01 1905

14 sens A, ruido A 0.0468 0.99915 0.9614 8.91 12.78 1.00 1881

15 Ancho alto 0.1203 0.99454 0.4240 47.04 50.92 1.01 3265

Ancho bajo 0.0815 0.99749 0.9230 2.70 8.34 1.03 1162

Base 0.0861 0.99720 0.8751 11.34 19.86 1.01 1550

Densidad alta 0.0871 0.99713 0.8941 6.85 10.01 1.01 3839

Densidad baja 0.0798 0.99759 0.7636 26.38 34.03 0.99 1063

Prof. alta 0.0784 0.99768 0.8536 15.51 24.36 0.98 2202

Prof. baja 0.0766 0.99778 0.9294 2.86 6.22 1.00 1447

Tabla D.10: Resultados consolidados de todas las corridas de la fase experimental.

Caso RMSEfwd R2
fwd R2

src Eerr [ %] pico [%] t [s]

Arrieta, 9 sens, σ = 0 0.0474 0.9992 0.7212 5.48 17.48 1429
Arrieta, 9 sens, σ = 1 0.0964 0.9965 0.6365 17.03 27.77 1425
Arrieta, 9 sens, σ = 2 0.1589 0.9905 0.4701 25.31 26.61 1135
Arrieta, 4 sens, σ = 0,5 0.0916 0.9968 0.6531 5.29 20.05 1262
Arrieta, 1 sens, σ = 2 0.8292 0.7402 −0,5421 22.35 33.75 982
Gauss 1, 9 sens, σ = 0 0.0045 1.0000 0.9999 0.04 0.87 1151
Rectangular, 9 sens, σ = 0 0.0668 1.0000 0.9871 1.56 1.80 1708

Tabla D.11: Resultados de la red reducida (red del campo de temperatura de cuatro
capas y 256 unidades, frente a las seis capas de la configuración estándar), ambien-
te constante. Las cinco primeras filas corresponden a la fuente de Arrieta en puntos
representativos de la grilla de sensores y ruido; las dos últimas, a las fuentes bien iden-
tificables Gauss 1 y rectangular en el caso base. RMSEfwd en ◦C; R2

fwd es el ajuste del
campo (PINN vs FEM) y R2

src el de la fuente recuperada; Eerr y pico son los errores
relativos de enerǵıa y de valor máximo de la fuente.
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Apéndice E

Unidades

Las magnitudes dimensionales se expresan en un sistema consistente kJ–kg–m–s–K

(enerǵıa en kilojoules). Las temperaturas absolutas se dan en ◦C y los intervalos en

K, equivalentes para diferencias. Los grupos de la formulación adimensional carecen de

unidad.

Unidades base

m : metro — longitudes y coordenadas (R, H, r, z)

kg : kilogramo — masa

s : segundo — tiempo (t, Tmax)

◦C : grado Celsius — temperaturas absolutas (T , Tenv, T0) y desviación del ruido (σ)

K : kelvin — intervalos de temperatura (∆T y denominadores de k, cp, β)

kJ : kilojoule — enerǵıa térmica

Unidades derivadas

kg/m3 : densidad (ρ)

m2/s : difusividad térmica (α)

kJ kg−1K−1 : calor espećıfico (cp)

kWm−1K−1 (≡ kJ s−1m−1K−1) : conductividad térmica (k)

kWm−2K−1 : coeficiente de transferencia convectiva, Robin (β)

kJm−3K−1 : capacidad caloŕıfica volumétrica (ρcp)

kWm−3 (≡ kJm−3s−1) : término fuente volumétrico (Q̇)
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kWm−3 (≡ kJm−3s−1) : tasa volumétrica de generación de calor, término fuente (Q̇)

Otras (mención contextual)

MPa : resistencia a compresión (Revisión Bibliográfica)

kg/m3 : dosis de cemento (Revisión Bibliográfica)

Magnitudes adimensionales

— : r̄, z̄, t̄, θ, S, FoR, FoH , BiR, BiH , R
2, grado de hidratación α(t) y los pesos λ
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